PRUEBA PARA MAYORES DE 20 ANOS
TITULO DE BACHILLERATO

COMUNIDAD
VALENCIANA

& MATEMATICAS
Rl

¢
y 'b’ P &5 "'1 )
LY AL VN o)

‘ A , A < gkl AP 131/
w’ ’. /L ¢ — "'uf‘}; e — _____2_;.
RN Co NVOCATORIA 2019 —
h E b 4 \' = . 3
l ’ 4 " { J Ul \ 5 o l‘/ / /'/ - “
e ('\A‘ ‘\\ \\ v,\ \ \Pﬂ | ’7@] i ’\\\ “l\& f/ 4 4* \ w/“ \:,\{.\’ u J‘,.'

"h .....



| ADVERTENCIA /!

e Toma LAPIZ y PAPEL y trabaja tomando apuntes como si
estuvieras en una clase presencial.

* No seas un alumno PASIVO, como el espectador de una
pelicula, sino un alumno ACTIVO.

Edicion de video: Vanessa Quintana
Fotografia y video.




Conceptos necesarios

Los conceptos que utilizaremos para resolver este examen son:

1) Matrices.

2) Geometria.

3) Numeros complejos.

4) Analisis de funciones.

5) Calculo de areas mediante integrales.

v

Tu profesor en la red

SUSCRIBETE

©Angel Cuesta Arza



EJERCICIO 1

1 1 a) Comprueba que A2-A=l, donde | = matriz identidad de orden 2.
Dada lamatriz A = ( ) : e Al
1 0 b) Aprovecha el resultado anterior para calcular Ay A™*.
. (0 1
c) Calcula det (X) si sabemosque A:-X = (_2 O)
Soluciodn:
: 1 1 1 1 2 1
2 2 4.4 = . —
Calculo en primer lugar A?. A“=A-A (1 0) (1 O) (1 1)
Calculo A2-A. A*—A = (i D — G (1)) = ((1) (1)) Que es lo que queriamos demostrar.
2 1 2 1 1 1 5 3 1 1 8 5
5 A5 = A2.42. 4 = : . _ . _
Calculo ahora A°>. A Ac-A“-A (1 1) (1 1) (1 0) <3 2) (1 O) (5 3)

Aunque podria hacer la matriz inversa de A, prefiero aprovechar el dato del ejercicio tal como proponen.

AZ—A=I—>A:I

A—l

Podemos calcular lainversade A. A 1 =A—1 = (1 (1)) — ((1) (1)): (




EJERCICIO 1

Dada la matriz A4 = (1 1) c) Calcula det (X) si sabemosque A:-X = (

1 0
Solucién:

Aplico las propiedades de los determinantes.

(0 B — a.x=9 1
|A'X|_‘(—2 o)| A-X1=1 o
‘0 1
—2 0 2
= —2
X ‘1 1 —1
1 4]
AQUI ESTA Ml
CURSO DE
MATRICES Y

DETERMINANTES.

——> |4l 1x] =]

01)

-2 0



EJERCICIO 2

a) Encuentra los puntos Ay B de r que distan 3 unidades de P (-1,0,1 ).
Dadalarecta TIiyy=2+¢
7 = ¢ b) Calcula el volumen del tetraedro ABPD , donde D ( 5,1,4 )

Solucion:

Se toma un punto genéricode larectar P.=(1—-t,2+¢t,t)

Se calcula la distancia de P, a P: VectorP_Pr) =P.—-P=(01-¢t2+¢tt)—(-101) =2-t,2+¢tt—-1)
Mé6dulo PP, = /(2 — )2 + (2 + £)2 + (t — 1)?

Se iguala a 3 la distancia de P, a P: \/(2 —t)?+Q2+t)2+(t—-1)*=3

Se resuelve la ecuacion, elevando al cuadrado a ambos lados de la igualdad.
Desarrollo los cuadrados. 4 — 4t +t?>+ 4 +4t+t>+t>—-2t+1=9
Agrupamos: 3t —2t =0

tl =0
. . — =(0—>
Se resuelve: t-(3t—2) =0 {tz =2/3

2-t)24+Q2+t)*+(t—1)*=9

Se calculan los puntos pedidos sustituyendo los valores de t en P.:

t;=0 —> A=(1-02+00) ——>{4=(1,2,0)

t,=2/3 —> B =(1-2/32+2/3,2/3) —=>{B=1(1/43,8/3,2/3)




EJERCICIO 2

x=1-—t b) Calcula el volumen del tetraedro ABPD , donde D ( 5,1,4 )
Dadalarecta T:{y=2+t

Z = t
Solucidn: 182
De la resolucién del apartado anterior disponemos de los puntos: A = (1,2,0)y B = <§,§,§>

Del enunciado del aparatado a) sabemos que P (-1,0,1 ).

1
El volumen del tetraedroes: VvV = c lAB,AP,ADJ <——— PRODUCTO MIXTO

3’3’3 33’3
AP=P—A=(-1,0,1) - (1,2,0) = (-2,-2,1)

— 18 2 —2 2 2
Calculo losvectores: AB=B—-A=[=,=,=-|—-(1,20) =—,=,=

AD =D —A=(514) — (1,2,0) = (4,—1,4)

Calculo el volumen aplicando la férmula:

2 2 2
1173 3 31 158 |29
v==.| 3 3 3|_2.2°_|27 .
6 |-2 —2 1|75 3 9 unidades de volumen
4 —1 4 ©Angel Cuesta Arza



EJERCICIO 3

ARYY

Se dan los nimeros complejos z=1,,.. ysepide: a) Daenformabinémica el nimero A = p—
w = 1-i b) Calcula el médulo de A.

Solucién:

Se expresa z en forma bindmica. z =1"-(cos270° +i-sen 270°) = —i

Y se sustituye en la expresion dada:

z-w  —i-(1-1) —i4+i*  —1-i_
z—w —i—(A-D" —ji—-14+i -1

1+

Se calcula el médulo. Al =12 + 12 5 V2




Encuentra las asintotas y dominio de la funcion f(x) =

Solucion:

EJERCICIO 4

4x% —3x+ 1
2x +1

El dominio de una funcién racional son todos los nimeros reales excepto los que anulan el denominador. Por ello,

igualo el denominador a cero.

1
241=0 —> x=—3

El dominio de f(x) es: R — {—1/2}

Para estudiar la asintota vertical, nos fijamos en los puntos que estan fuera del dominio. En ellos es posible que haya

asintotas verticales.

Calculo el limite de la funcidn en ese valor de x.

(. 4x?-3x+1 13/2

2 _ 1
4x —3x+ 1 _ 13/2 1m X+ 1

> x—>—1/2%

En x=-1/2; x—1>1—r?/2 2x +1

0  4x?-3x+1 13/2

x=-1/2esA.V.de f(x)

|
kxﬁlrlr}Z‘ 2x + 1




EJERCICIO 4

La asintota horizontal se calcula con los limites en los infinitos. 7 A4x2 —3x + 1
x =

 4x?-3x+1  4x* 2x +1
lim = ]lim — = lim 2x =+ o

x>+ 2x +1 x—0 2X x>0
. 4x*—-3x+1  4x? _
lim = lim — = lim 2x =—

X——00 2x +1 x—>—00 2X  x—o—0o

Por lo tanto, f(x) no presenta asintota horizontal.

Al no tener asintota horizontal, puede tener una asintota oblicua.

Para calcular la asintota oblicua, basta con dividir los polinomios. El cociente es igual a la ecuacidn de la asintota oblicua.

4x% —3x + 1 2x + 1

—4x2 —
4x 2X 2x —5/2
—5x+1
5x +5/2 Se puede calcular la asintota oblicua por otro método.

7/2

La ecuaciodn de la asintota oblicuaes: y=2x—5/2

©Angel Cuesta Arza



EJERCICIO 5

6x >
3x+1

Calcula el 4rea del recinto encerrado por las rectas x=0, x=3, el eje Xy lacurva f(x) =

Solucion: Debemos tener en cuenta que f(x) es positiva entre las rectas x= 0y x= 3.

3

Jgf(x)dx— jg ox” dx—jBZx—z+ 2/3 dx = |2 2 2P WX dx =
0 )y 3x+1 . 3 3x+1 x_§'x0+§'j03x+1 *

Pu sto gle e érad@ del mumetador es ayor 2 > 2 (3 3 1, 2 2 _
O al_qgeg déf gerip nW%z?r fhos 3 x0+§-j03x+1dx— Xt —grxtg-InGx+1)| =
la division de18s pollnomlos

3 9 9

=€32—z-3 z-Ln 3-3+1)>—<02—E-O+E-Ln(3-0+1)>= <7+E-Ln(10)>—(0)=7+E°Ln(10)
6x 3 J[‘Bx+(1 9

—6x* —2x 2x—2/3

.

d S

2
Por lo &htb, %l Jalor del drea pedidaes 7 + i Ln(10)
2/3

f'x)

Debemos tener en cuenta la regla de integracion: (@) dx = Ln(f(x)) + C
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  A =  (    1  1   1  0 )


  A ∙ X =  (    0  1   − 2  0 )


   A 2 = A ∙ A =  (    1  1   1  0 ) ∙  (    1  1   1  0 )


  =  (    2  1   1  1 )


   A 2 − A =  (    2  1   1  1 ) −  (    1  1   1  0 )


  =  (    1  0   0  1 )


   A 5 =  A 2 ∙  A 2 ∙ A =  (    2  1   1  1 ) ∙  (    2  1   1  1 ) ∙  (    1  1   1  0 )


  =  (    5  3   3  2 ) ∙  (    1  1   1  0 )


  =    (    𝟖  𝟓   𝟓  𝟑 )


   A 2 − A = I


  A ∙ ( A − I ) = I


   A  − 1 = A − I =  (    1  1   1  0 ) −  (    1  0   0  1 )


  =  (    𝟎  𝟏   𝟏  − 𝟏 )


  A =  (    1  1   1  0 )


  A ∙ X =  (    0  1   − 2  0 )


   | A ∙ X | =  |  (    0  1   − 2  0 ) |


   | A ∙ X | =  |    0  1   − 2  0 |


   | A | ∙  | X | =  |    0  1   − 2  0 |


   | X | =    |    0  1   − 2  0 |   | A |


   | X | =    |    0  1   − 2  0 |   |    1  1   1  0 |


  =  2  − 1


  =   − 𝟐


  r :  {    x = 1 − t   y = 2 + t   z =                 t


   P r = ( 1 − t , 2 + t , t )


  Vector     P  P r → =  P r − P =  ( 1 − t , 2 + t , t ) − ( − 1 , 0 , 1 )


  =  ( 2 − t , 2 + t , t − 1 )


  M ó d u l o     P  P r → =     ( 2 − t ) 2 +    ( 2 + t ) 2 +   ( t − 1 ) 2


      ( 2 − t ) 2 +    ( 2 + t ) 2 +   ( t − 1 ) 2 = 3


     ( 2 − t ) 2 +    ( 2 + t ) 2 +   ( t − 1 ) 2 = 9


  4 − 4 t +  t 2 + 4 + 4 t +  t 2 +  t 2 − 2 t + 1 = 9


  3  t 2 − 2 t = 0


  t ∙ ( 3 t − 2 ) = 0


   {     t 1 = 0    t 2 = 2 / 3


  A = ( 1 − 0 , 2 + 0 , 0 )


   t 1 = 0


  𝑨 = ( 𝟏 , 𝟐 , 𝟎 )


  B = ( 1 − 2 / 3 , 2 + 2 / 3 ,   2 / 3 )


   t 2 = 2 / 3


  𝑩 = ( 𝟏 / 𝟑 , 𝟖 / 𝟑 ,   𝟐 / 𝟑 )


  r :  {    x = 1 − t   y = 2 + t   z =                 t


  A =  ( 1 , 2 , 0 )   y


  B =  (  1 3 ,  8 3 ,  2 3 )


  V =  1 6 ∙  [   A B → ,   A P → ,   A D → ]


    A B → = B − A =  (  1 3 ,  8 3 ,  2 3 ) −  ( 1 , 2 , 0 ) =  (   − 2 3 ,  2 3 ,  2 3 )


    A P → = P − A =  ( − 1 , 0 , 1 ) −  ( 1 , 2 , 0 ) =  ( − 2 , − 2 , 1 )


    A D → = D − A =  ( 5 , 1 , 4 ) −  ( 1 , 2 , 0 ) =  ( 4 , − 1 , 4 )


  V =  1 6 ∙  |    −  2 3   2 3   2 3   − 2  − 2  1   4  − 1  4 |


  =  1 6 ∙  58 3


  =     𝟐 𝟗 𝟗   𝒖 𝒏 𝒊 𝒅 𝒂 𝒅 𝒆 𝒔   𝒅 𝒆   𝒗 𝒐 𝒍 𝒖 𝒎 𝒆 𝒏


  A =   z ∙ w  z − w


  z = 1 ∙ (  cos ⁡  270 ° + i ∙ s e n   270 ° )


  = − i


  A =   z ∙ w  z − w


  =   − i ∙ ( 1 − i )  − i − ( 1 − i )


  =   − i +  i 2  − i − 1 + i


  =   − 1 − i  − 1


  =   𝟏 + 𝒊


   | A | =   1 2 +  1 2 =    𝟐


  f  ( x ) =     4 x 2 − 3 x + 1  2 x + 1


  


  x = −  1 2


  R −  { − 1 / 2 }


     lim  x → − 1 / 2 ⁡      4 x 2 − 3 x + 1  2 x + 1 =   13 / 2 0


   {       lim  x →   − 1 / 2 + ⁡      4 x 2 − 3 x + 1  2 x + 1 =   13 / 2   0 + = + ∞      lim  x → −   1 / 2 − ⁡      4 x 2 − 3 x + 1  2 x + 1 =   13 / 2   0 − = − ∞           𝒙 = − 𝟏 / 𝟐   𝒆 𝒔   𝑨 . 𝑽 .   𝒅 𝒆   𝒇 ( 𝒙 )


     lim  x → + ∞ ⁡      4 x 2 − 3 x + 1  2 x + 1 =    lim  x → ∞ ⁡    4  x 2  2 x =    lim  x → ∞ ⁡  2 x = + ∞


     lim  x → − ∞ ⁡      4 x 2 − 3 x + 1  2 x + 1 =    lim  x → − ∞ ⁡    4  x 2  2 x =    lim  x → − ∞ ⁡  2 x = − ∞


  f  ( x ) =     4 x 2 − 3 x + 1  2 x + 1


    4 x 2 − 3 x + 1


  2 x + 1


  2 x


    − 4 x 2 − 2 x


  − 5 x + 1


  − 5 / 2


  5 x + 5 / 2


  7 / 2


  𝒚 = 𝟐 𝒙 − 𝟓 / 𝟐


    ∫ 0 3  f  ( x ) d x =


    ∫ 0 3      6 x 2  3 x + 1   d x =


    ∫ 0 3  2 x −  2 3 +   2 / 3  3 x + 1 d x =


     [  x 2 −  2 3 ∙ x ] 0 3 +  2 3 ∙   ∫ 0 3   1  3 x + 1 d x =


  f  ( x ) =     6 x 2  3 x + 1


    6 x 2


  3 x + 1


  2 x


  − 2 x


    − 6 x 2


  − 2 x


  − 2 / 3


  2 x + 2 / 3


  2 / 3


   ∫     f ′  ( x )  f ( x ) d x = Ln ⁡ ( f  ( x ) ) + C


    =  [  x 2 −  2 3 ∙ x ] 0 3 +  2 3 ∙  1 𝟑   ∫ 0 3   𝟑  3 x + 1 d x


    =  [  x 2 −  2 3 ∙ x ] 0 3 +  2 9 ∙   ∫ 0 3   𝟑  3 x + 1 d x


    =  [  x 2 −  2 3 ∙ x +  2 9 ∙ L n ( 3 x + 1 ) ] 0 3 =


  =  (  3 2 −  2 3 ∙ 3 +  2 9 ∙ L n ( 3 ∙ 3 + 1 ) ) −  (  0 2 −  2 3 ∙ 0 +  2 9 ∙ L n ( 3 ∙ 0 + 1 ) ) =


   ( 7 +  2 9 ∙ L n ( 10 ) ) −  ( 0 )


  = 7 +  2 9 ∙ L n ( 10 )


  𝟕 +  𝟐 𝟗 ∙ 𝑳 𝒏 ( 𝟏 𝟎 )

