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| ADVERTENCIA /!

e Toma LAPIZ y PAPEL y trabaja tomando apuntes como si
estuvieras en una clase presencial.

* No seas un alumno PASIVO, como el espectador de una
pelicula, sino un alumno ACTIVO.

Edicion de video: Vanessa Quintana
Fotografia y video.




Conceptos necesarios

Los conceptos que utilizaremos para resolver este examen son:

1) Analisis de una funcidén racional.

2) Calculo de areas mediante integrales.
3) Geometria.

4) Probabilidad.

5) Numeros complejos.

Tu profesor en la red

SUSCRIBETE

©Angel Cuesta Arza



EJERCICIO 1

2x
Se tiene la funcion f(x) = 2 — 1

a) Halla su dominio.

b) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
c) Halla los extremos en [ 2, 3 ] y justificalo.

d) Halla la ecuacién de las asintotas

Solucion:

El dominio de una funcion racional son todos los numeros reales excepto los que anulan el denominador. Por ello,
igualo el denominador a cero.

x2-1=0—— {x—l
x=-—1

El dominio de f(x) es: R — {—1,1}




EJERCICIO 1

2x
Se tiene la funcion f(x) = 2 — 1

b) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

Se calcula la derivada.

2-(x2-1)—2x-2x 2x2-2—4x? —2x?-2

D7 TP (1)

£ =

lgualamos la derivada a cero:

2 —2x
"(x) = * =0 —> —2x?—-2=0 —> x=1V—1 ——> x no pertence a los reales.
=12

Se estudia el signo de la derivada:

— 0 -1 1 +o00

F(x) ~ - -

f(x) | T T - —s

f(x) es decreciente en xe(—o0,-1) U (-1,1) U (1, +9) y nunca es creciente.




EJERCICIO 1

2x
Se tiene la funcion f(x) = 2 — 1

c) Halla los extremos en [ 2, 3 ] y justificalo.

Puesto que la funcidn es estrictamente decreciente en el intervalo dado, el maximo absoluto se encontrard en x=2vy
el minimo absoluto esta en x=3.

Sustituimos los valores en la funcién para obtener los puntos.

2-2 4 2-3 6 3

221 3 f3) =

/)= 32-1 8 4

En el intervalo indicado, el maximo absoluto sera (2,4/3) y el minimo absoluto sera (3,3/4).




EJERCICIO 1

2x
Se tiene la funciéon f(x) = 21 |Eldominiodef(x)es:R — {-1,1}

d) Halla la ecuacién de las asintotas

Para estudiar las asintotas verticales, nos fijamos en los puntos que estan fuera del dominio. En ellos es posible que haya
asintotas verticales.
Calculo los limites de la funcidon en esos valores de x y lo comprobamos.

I 2X 2 N

2x 2 m = =0+

. _ - x-1tx< —1 0 —

En x=1; jlcl_r)qu2 e ) 2 2 ,luegol x =1es A.V.de f(x)
orx2—1 0"
I 2x —2 N

2x -2 1m > = —= oo
Enx=-1; [j — xo-1txc—1 0 _ _
xllglmcz 1" o0 ) x _o ,luego|x lesA.V.de f(x)

im = —00

x>-1-x2—1 0t

Los valores de los limites laterales nos aportan informacidn
para poder representar mas facilmente la funcién.



EJERCICIO 1

2x
Se tiene la funcion f(x) = 2 — 1

d) Halla la ecuacién de las asintotas

La asintota horizontal se calcula con el limite en infinito.

I 2x _ i Zx_l_ 2_0 y 2x _ i 2x_l_ 2_0
x—l>r-|poox2—1 _xl—>rgx2_xl—>nolox_ xl)rpwxz—l_x—l)r—rlmﬁ_xl)r—rloo;_

Por lo tanto, y=0 es asintota horizontal de f(x).

©Angel Cuesta Arza



EJERCICIO 2

Calcula el area comprendida por las rectas x=0, x=1/2 , el eje Xy la curva y = sin2x
Solucién: Debemos tener en cuenta que f(x)=sin2x es positiva entre las rectas x=0, x=1/2
/2

7'[/22

2 1 (72 1 2
5 sin(Zx)dx = 5 J 2 -sin(2x)dx = = [—cos(2x)]F/? =
2 2 ), 2

sin(2x)dx =J

0

f(x)dx = J

0 0

=_71-[cos(2-g)—cos(2'0)]= _71'(—1—1)=1

Debemos tener en cuenta la regla de integracion: jf’(x) . sin(f(x)) dx = —cos(f(x)) + C

Por lo tanto, el valor del area pedidaes 1 .

Se representa graficamente con fines pedagogicos. BB




EJERCICIO 3

Considera el plano m: 2x—y+z=1. Se pide:

a) Su distancia al origen 0 (0,0,0)
b) Las coordenadas de los puntos A,B,C de interseccidon de 1t con los ejes X,Y,Z
c) El volumen del tetraedro de vértices O,A,B,C

Solucion:
|A‘X0+B‘y0+C'Z0+D|

La distancia de un punto a un plano se calcula con la férmula: d(P,m) =

VAZ + B2 + (2
. . , 10, d(P.m) 2-0—-1-0+1-0—-1| |-1] 1
e escribe el plano m: 2x—y+z—1=0. ,TT) = = — — ynidades
V22 + (—1)2+12 V6 V6

1
Por lo tanto, la distancia pedida es — unidades

V6




EJERCICIO 3

Considera el plano m: 2x—y+z=1. Se pide:

b) Las coordenadas de los puntos A,B,C de interseccidon de 1t con los ejes X,Y,Z

X=a«a
El eje X tiene por ecuaciones en forma paramétrica: r:<y =0
z=0

Se sustituye en la ecuacion delplano. 2-a—04+0=1——> a = > —> A

|
~

. 0,0
2) )

x =0
El eje Y tiene por ecuaciones en forma paramétrica: s:{y =«
7 =

Se sustituye en la ecuacién del plano. 20 —a+0=1—>a=-1——>|B =(0,—1,0)

x=0
El eje Z tiene por ecuaciones en forma paramétrica: t:{y =0
Z=«

Se sustituye en la ecuacion del plano. 2-0—-0+a=1—>a=1—>|C =(0,0,1)

©Angel Cuesta Arza



EJERCICIO 3

Considera el plano m: 2x—y+z=1. Se pide:

1
c) El volumen del tetraedro de vértices O,A,B,C A = (E' 0,0> B=(0,-10) ¢ =(0,0,1)

Para calcular el volumen del tetraedro a partir de los vértices A,B,Cy O, debemos calcular los vectores OA, OB y OC. Al
partir los vectores desde el origen de coordenadas, sus componentes coinciden con los puntos.

—_— 1 — —
04 = (—,0,0),OB = (0,—1,0) y 0C = (0,0,1)

2 N

1|04

Se calcula el volumen del tetraedro con la formula correspondiente. V = EOA s (OB X OC) = G OB

L 105 0 0 1
.o -1 ol=t|-051=Ltuv
V= 6 6 12
0 0 1
Por lo tanto, el volumen pedido es 1/12 unidades de volumen. PRODUCTO MIXTO

©Angel Cuesta Arza



EJERCICIO 4

En una fabrica de ropa hay 3 lineas de produccion, pero se observa que algunas piezas tienen defectos. La primera
linea fabrica los 2/5 de la produccion y un 98% de piezas son buenas. La segunda linea fabrica los 2/10 de la
produccion y tan solo un 1% de piezas son defectuosas. El resto de la produccion se fabrica en |a tercera linea con
un 3% de piezas defectuosas. Si tenemos en la mano una pieza defectuosa, écual es la probabilidad de que haya

sido fabricada en la segunda linea? @ 5

Soluciodn: A
Se calcula en primer lugar la probabilidad de que una prenda de
ropa haya sido fabricada en la tercera fabrica.

P(A)+PB)+P([C) =1

_, 2 2 2
P(C)=1-PA)-PB)=1-z—75=¢

0’98

S

Se representa el diagrama de arbol. B
La probabilidad que nos piden es condicionada. Se aplica el 0’99 D
teorema de Bayes.
P(B ND) P(B) - P(D/B) @ D
P(B/D) = = —/
P(D) P(A)-P(D/A)+P(B)-P(D/B)+ P(C)-P(D/C) C
2. 0’01 )
2 2 2 =

£:002+---001+=-0'03

5 10 5



EJERCICIO 5

Se dan los nimeros complejos u=1-i ysepide: a)Elnumerocomplejoz=uwv
V=2 +] b) El médulo de vy el de z.

c) El nimero w = u* en forma polar.

, 11 .
B d) El ndmero @ = — + - en forma bindmica.
Solucién: U ¥

Se multiplican los dos nimero complejos. u-v=(1—-1i)-2+i)=2+i—-2i—i?=2+i—-2i+1=|3—-1i

Se calculan los médulos.  |y| =+/22 + 12 5{V5| |z| = /32 + (—=1)2=}/10

Se expresa u en forma polar. Para ello, calculo su mdédulo y su argumento. Tenemos en cuenta que sobre el plano
complejo pertenece al cuarto cuadrante (parte real positiva, parte imaginaria negativa).

ul =12+ (-1)?= V2 tan(9) =—=~-1——">6=—45°=315°

4
4-315°

= 41560° =|%180°

w=ut=(V2as) = (V2)

1 1 v+u v4+u 2+4+i+1-i 3
u v u-v VA 3—1i 3—1i
3 3 3+i_3-(3+i)_9+3i_9 3

3—i 3—i 3+4i 9—2 10 10 P10t
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  f  ( x ) =   2 x   x 2 − 1


   x 2 − 1 = 0


   {    x = 1           x = − 1


  R −  { − 1 , 1 }


  f  ( x ) =   2 x   x 2 − 1


  f ′  ( x ) =   2 ∙  (  x 2 − 1 ) − 2 x ∙ 2 x    (  x 2 − 1 ) 2


  =     2 x 2 − 2 −   4 x 2    (  x 2 − 1 ) 2


   f ′ ( x ) =    x 2 − 2 x    (  x 2 − 1 ) 2 = 0


    − 2 x 2 − 2 = 0


  x   n o   p e r t e n c e   a   l o s   r e a l e s .


  − ∞


  1


  −


  −


  −


  + ∞


  x 𝜖  ( − ∞ , −1  ) ∪  ( −1 , 1 ) ∪  ( 1 , + ∞ )


  x = ±  − 1


  =     − 2 x 2 − 2    (  x 2 − 1 ) 2


  f  ( x ) =   2 x   x 2 − 1


  f  ( 2 ) =   2 ∙ 2   2 2 − 1 =  𝟒 𝟑


  f  ( 3 ) =   2 ∙ 3   3 2 − 1 =  𝟔 𝟖 =  𝟑 𝟒


  f  ( x ) =   2 x   x 2 − 1


     lim  x → 1 ⁡    2 x   x 2 − 1 =  2 0


   {       lim  x →  1 + ⁡    2 x   x 2 − 1 =  2   0 + = + ∞      lim  x →  1 − ⁡    2 x   x 2 − 1 =  2   0 − = − ∞ ,   l u e g o     𝒙 = 𝟏   𝒆 𝒔   𝑨 . 𝑽 .   𝒅 𝒆   𝒇 ( 𝒙 )


  R −  { − 1 , 1 }


     lim  x → − 1 ⁡    2 x   x 2 − 1 =   − 2 0


   {       lim  x →   − 1 + ⁡    2 x   x 2 − 1 =   − 2   0 − = + ∞      lim  x →   − 1 − ⁡    2 x   x 2 − 1 =   − 2   0 + = − ∞ ,   l u e g o     𝒙 = − 𝟏   𝒆 𝒔   𝑨 . 𝑽 .   𝒅 𝒆   𝒇 ( 𝒙 )


     lim  x → + ∞ ⁡    2 x   x 2 − 1   =    lim  x → ∞ ⁡    2 x   x 2 =    lim  x → ∞ ⁡   2 x = 0


     lim  x → − ∞ ⁡    2 x   x 2 − 1 =    lim  x → − ∞ ⁡    2 x   x 2 =  lim  x → − ∞  2 x = 0


  f  ( x ) =   2 x   x 2 − 1


    ∫ 0  𝜋 / 2  f  ( x ) d x =


    ∫ 0  𝜋 / 2  sin ⁡ ( 2 x ) d x =


    ∫ 0  𝜋 / 2   𝟐 𝟐 ∙ sin ⁡ ( 2 x ) d x =


     1 𝟐 ∙  [ − cos ⁡ ( 2 x ) ] 0  𝜋 / 2 =


   ∫   f ′  ( x ) ∙  sin ⁡   ( f  ( x ) ) d x = − cos ⁡ ( f  ( x ) ) + C


  =   − 1 2 ∙  [ c o s  ( 2 ∙  𝜋 2 ) − c o s  ( 2 ∙ 0 ) ] =


    − 1 2 ∙  ( − 1 − 1 ) = 1


  𝟏


   1 𝟐 ∙   ∫ 0  𝜋 / 2  𝟐 ∙ sin ⁡ ( 2 x ) d x =


  d  ( P , 𝜋 ) =    | A ∙  x 0 + B ∙  y 0 + C ∙  z 0 + D |    A 2 +  B 2 +  C 2


  d  ( P , 𝜋 ) =    | 2 ∙ 0 − 1 ∙ 0 + 1 ∙ 0 − 1 |    2 2 +   ( − 1 ) 2 +  1 2


  =    | − 1 |   6


  =  1   6   u n i d a d e s


   𝟏   𝟔   𝒖 𝒏 𝒊 𝒅 𝒂 𝒅 𝒆 𝒔


  r :  {    x = 𝛼   y = 0   z = 0


  2 ∙ 𝛼 − 0 + 0 = 1


  𝛼 =  1 2


  A =  (  1 2 , 0 , 0 )


  s :  {    x = 0   y = 𝛼   z = 0


  2 ∙ 0 − 𝛼 + 0 = 1


  𝛼 = − 1


  B =  ( 0 , − 1 , 0 )


  t :  {    x = 0   y = 0   z = 𝛼


  2 ∙ 0 − 0 + 𝛼 = 1


  𝛼 = 1


  C =  ( 0 , 0 , 1 )


  A =  (  1 2 , 0 , 0 )


  B =  ( 0 , − 1 , 0 )


  C =  ( 0 , 0 , 1 )


    O A → ,     O B →   y     O C →


    O A → =  (  1 2 , 0 , 0 ) ,     O B → =  ( 0 , − 1 , 0 )     y       O C → =  ( 0 , 0 , 1 )


  V =  1 6   O A → ∙  (   O B → ×   O C → ) =  1 6  |      O A →     O B →     O C → |


  ∙  |     0 ′ 5  0  0   0  − 1  0   0  0  1 | =  1 6 ∙  | −  0 ′ 5 | =  𝟏  𝟏 𝟐 𝒖 . 𝒗 .


  V =  1 6


   D -


   D -


   D -


  P  ( A ) + P  ( B ) + P  ( C ) = 1


  P  ( C ) = 1 − P  ( A ) − P  ( B )


  = 1 −  2 5 −  2 10


  =  2 5


  P  ( B / D ) =   P ( B ∩ D )  P ( D )


  =   P  ( B ) ∙ P  (  D / B )  P  ( A ) ∙ P  (  D / A ) + P  ( B ) ∙ P  (  D / B ) + P  ( C ) ∙ P  (  D / C )


  =    2 10 ∙  0 ′ 01   2 5 ∙  0 ′ 02 +  2 10 ∙  0 ′ 01 +  2 5 ∙  0 ′ 03      


    ≈  𝟎 ′ 𝟎 𝟗


  𝛼 =  1 u +  1 v  


  u ∙ v = ( 1 − i ) ∙ ( 2 + i )


  = 2 + i − 2 i −  i 2


  = 2 + i − 2 i + 1


  =     𝟑 − 𝒊


   | v | =   2 2 +  1 2 =  𝟓


   | z | =   3 2 +   ( − 1 ) 2 =  𝟏 𝟎


   | u | =   1 2 +   ( − 1 ) 2 =  2


   tan ⁡   ( 𝜃 ) =   − 1 1 = − 1


  𝜃 = − 45 ° = 315 °


  w =  u 4 =    (    2  315 ° ) 4


  =    (  2 )  4 ∙ 315 ° 4


  =  4  1260 °


  =  𝟒  𝟏 𝟖 𝟎 °


  𝛼 =  1 u +  1 v


  =   v + u  u ∙ v


  =   v + u z


  =   2 + i + 1 − i  3 − i


  =  3  3 − i


  =  3  3 − i ∙   3 + i  3 + i


  =   3 ∙ ( 3 + i )  9 −  i 2


  =   9 + 3 i 10


  =  𝟗  𝟏 𝟎 +  𝟑  𝟏 𝟎 𝒊


  =  3  3 − i

