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El Enunciado

Un proyectil está unido al punto (0,2) por una cuerda elástica y tensa. El proyectil recorre la curva 𝑦 =
4 − 𝑥2 de extremos (-2,0) y (2,0).

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La función de variable x que expresa la distancia entre un punto cualquiera (𝑥, 4 − 𝑥2) de la curva
𝑦 = 4 − 𝑥2 y el punto (0,2).

b) Los puntos de la curva 𝑦 = 4 − 𝑥2 a mayor distancia absoluta del punto (0,2) para −2 ≤ 𝑥 ≤ 2.

c) Los puntos de la curva 𝑦 = 4 − 𝑥2 a menor distancia absoluta del punto (0,2) para −2 ≤ 𝑥 ≤ 2.

d) El área de la superficie por la que se ha movido la cuerda elástica, es decir, el área comprendida
entre las curvas 𝑦 = 4 − 𝑥2 e 𝑦 = 2 − 𝑥 cuando −2 ≤ 𝑥 ≤ 2.
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Problema de optimización
La distancia de un punto A=(a,b) a otro punto B=(c,d) se puede expresar como: 𝑑 =

𝐴𝐵 = (𝑐 − 𝑎)2+(𝑑 − 𝑏)2, o sea, el módulo del vector que une dos puntos.

Por ello, dado que tengo dos puntos: A=(0,2) y B= (𝑥, 4 − 𝑥2), aplico la fórmula:

𝑑 = 𝑓 𝑥 = (𝑥 − 0)2+(4 − 𝑥2 − 2)2= 𝑥2 + (2 − 𝑥2)2, desarrollando:

𝑑 = 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 4 − 4𝑥2 + 𝑥4 = 𝑥4 − 3𝑥2 + 4, que es la función pedida.

Solución: 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟒 − 𝟑𝒙𝟐 + 𝟒 para −2 ≤ 𝑥 ≤ 2.

a) La función de variable x que expresa la distancia entre un punto cualquiera (𝑥, 4 − 𝑥2)
de la curva 𝑦 = 4 − 𝑥2 y el punto (0,2).

A

B d
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Calculando el máximo y el mínimo absoluto

Calculamos en primer lugar los extremos relativos con la derivada de f(x).

𝑓 𝑥 = 𝑥4 − 3𝑥2 + 4 → 𝑓´ 𝑥 =
4𝑥3−6𝑥

2 𝑥4−3𝑥2+4
, igualo a cero.

4𝑥3−6𝑥

2 𝑥4−3𝑥2+4
= 0 → 4𝑥3 − 6𝑥 = 0 → 2𝑥 2𝑥2 − 3 = 0 y resuelvo.

2𝑥 2𝑥2 − 3 = 0 →

2𝑥 = 0 → 𝑥 = 0

2𝑥2 − 3 = 0 → 𝑥2 =
3

2
→

𝑥 =
3

2
=

6

2

𝑥 = −
3

2
= −

6

2

c) Los puntos de la curva 𝑦 = 4 − 𝑥2 a menor distancia absoluta del punto (0,2) para −2 ≤ 𝑥 ≤ 2

b) Los puntos de la curva 𝑦 = 4 − 𝑥2 a mayor distancia absoluta del punto (0,2) para −2 ≤ 𝑥 ≤ 2
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Calculando el máximo y el mínimo absoluto
Se realiza un estudio de signos de la función derivada entre -2 y 2.

20

6

2

− 6

2-2

f'(x)

f(x)

++ −−

f’ 𝑥 =
4𝑥3−6𝑥

2 𝑥4−3𝑥2+4
𝑓(𝑥) = 𝑥4 − 3𝑥2 + 4

El máximo relativo de f(x) está en x = 0, por tanto el máximo relativo de f(x) está en x =0.
Pero como f(x) está definida en un intervalo debemos obtener el valor de f(x) en los
extremos para determinar el máximo absoluto.

𝑓 −2 = 8 𝑓 0 = 2 𝑓 2 = 8

El mínimo absoluto estará en alguno de los dos mínimos relativos.

Podemos comprobar que la mayor distancia del
punto (0,2) se obtiene en los puntos (-2,0) y (2,0)

𝑓
6

2
=

7

2
𝑓 −

6

2
=

7

2

Podemos comprobar que la menor distancia del punto

(0,2) se obtiene en los puntos
− 𝟔

𝟐
,
𝟓

𝟐
𝒚

𝟔

𝟐
,
𝟓

𝟐

Para obtener el punto de la gráfica, se sustituye en y=4-x2
x y

-2 0

2 0

−
6

2

5/2

6

2

5/2
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Representación de la solución

A= (-2,0) B= (2,0) 

C=
− 𝟔

𝟐
,
𝟓

𝟐
D=

𝟔

𝟐
,
𝟓

𝟐

Distancia máxima. 8 u. l.

Distancia mínima. ൗ7 2 𝑢. 𝑙.
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Cálculo del área comprendida entre las curvas
Se realiza la representación gráfica de la situación para poder decidir los límites de
integración y las funciones a integrar.

Nos centraremos en la función 𝑦 = 2 − 𝑥 ya que la gráfica de y=4-x2 ya la hemos
hecho anteriormente.

Puesto que 𝑥 = ቊ
−𝑥 𝑠𝑖 𝑥 < 0
𝑥 𝑠𝑖 𝑥 ≥ 0

𝑦 = 2 − 𝑥 = ቊ
2 + 𝑥 𝑠𝑖 𝑥 < 0
2 − 𝑥 𝑠𝑖 𝑥 ≥ 0

La representación gráfica quedaría de la siguiente forma.
Debemos calcular el área sombreada.

Para ello calcularemos el área entre 0 y 2, y
su resultado lo multiplicaremos por 2, ya que
las funciones son simétricas respecto OY.

න
0

2

4 − 𝑥2 − 2 − 𝑥 𝑑𝑥 = න
0

2

2 − 𝑥2 + 𝑥 𝑑𝑥 =

= 2𝑥 −
𝑥3

3
+
𝑥2

2
0

2

=
10

3

Por lo tanto, el área total, será el doble  
20

3

Solución: El área de la superficie pedida es 
𝟐𝟎

𝟑
u.a. 

2-x

4-x2


