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El Enunciado

x?+1
x?-(x—1)

Se da la funcion real f definida por flx) =

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) El dominio y las asintotas de la funcion f.
b) La integral [ f(x)dx asi como la primitiva de f(x) cuya grafica pasa por el punto (2,0).

c) El area de la regidn limitada por la curva y=f(x) y las rectas y=0, x=2, x=4.

Solucioén:
Para calcular el dominio de f(x) basta conigualar a cero el denominador.  x%-(x —1) =0

Resolvemos la ecuacion. Los valores que hacen cero el denominador no pertenecen al dominio de la funcién f(x).

x*=0——> x=0

x> (x—-1)=0 —> or lo que Dom f(x)=R-{0,1
(x—-1) \ D L -1 LPorlog (x)=R-{0,1}

Estudiaremos si la funcidn tiene asintota horizontal, calculando su limite cuando x tiende a infinito.

. x?+1 y x*+1
Xt 0o x?-(x—1) T xoteo X3 —x

Por ello f(x) presenta una Asintota Horizontal en y=0.




Dominio y Asintotas

Puesto que es una funcion racional, debemos comprobar si hay asintotas verticales en los valores de x que no
pertenecen al dominio. Para ello se calcula el valor del limite en dichos puntos.

y x2+1 1 ’ x?+1 2

X0 xzo(x—l)_ﬁ__oo xol xz-(x—l)_ﬁ_zl
. x?+1 1 ' x?+1 _2__|_Oo
xo0t xZ-(x—1) 0- xolt xZ-(x—1) 0
y *+1 1 ’ 41 2
x=0- x2-(x—1) 0 ol xZ-(x—1) 0

Por lo tanto, x=0 es asintota vertical de f(x) Por lo tanto, x=1 es asintota vertical de f(x)




Integrales

b) La integral [ f(x)dx asi como la primitiva de f(x) cuya grafica pasa por el punto (2,0).

x?+1
F(x)=Jx2.(x_1)dx

La integral es de tipo racional. Se observa que no es inmediata y que el grado del numerador es menor que el del
denominador.

Por otro lado, ya se comprob¢ al calcular el dominio que las raices del denominador eran reales.

Por Ultimo, la raiz x=0 tiene multiplicidad igual a 2, por ser solucién doble de la ecuacién x2 =0

Por todo ello, la factorizacion lineal de |la funcion que vamos a integrar sera:
x?+1 A B C Ax-(x—1)4+B-(x—1)+C-x?

=—+—=+

— Se igualan los numeradores.
x2-(x—1) x x% x-1 x2-(x—1) 8

x’+1=4-x-x—1D+B-(x—1)+C - x? Se dan valores a x para obtener los valores de A, By C.
Sixx<0——> 1=4-0-(0—-1)+B-(0-1)+C-02 —> 1=-B —> B =1
Sixsl—> 2=4-1-01-D+B-1-1)+C-1>? —>2=C —>(C=2
Sixs2——> 5=A4-2-2—-1)+B-2—-1)+C-22 —> 5=24+B+4C —> A=—1



Integrales

Dado que A=-1, B=-1y C=2, podemos sustituir:

*+1 A4 B C 2+1 -1 -1 2
=— —> =
x2-(x—-1) x x? x-1 x2 - (x —1) T2 T 1

Ya podemos transformar el cociente que no es integrable directamente, en la suma de tres cocientes que se pueden
integrar de forma inmediata.

i) — x2+1d_—1 ~1 Zd—j_1d+f_1d+J2d
(x)_sz-(x—l) x__[x+x2+x—1 X = X \ x2 x x—1 x

-1 —1 & x1 1
|5 =imirive [Gar= | wta=-g=tre |

dx =2-L —1 C
e n|x | + C5

Obteniendo por fin la funcidn primitiva, aunque el ejercicio todavia no esta terminado.

1
F(x)=—Ln|x| +=+2-Lnlx —1|+C Como la grafica pasa por el punto (2,0), podemos escribir que F(2)=0
X

1 1 1
F(2)=—Ln|2|+§+2-Ln|2—1|+C=0—>—Ln|2|+§+C=0 — > C=Ln|2|—§

2

1 1
Y escribimos la solucion: | F(x) = —Ln|x]| + S + 2 Ln|x — 1| + Ln|2| — =




Calculo del area

x?+1
x?-(x—1)

c) El drea de la regién limitada por la curva y=f(x) y las rectas y=0, x=2, x=4. f(x) =
Analizamos el signo de f(x) en primer lugar.

El numerador siempre es positivo y el denominador es positivo para x>1. Como nos piden el area entre 2 y 4, podemos
garantizar que f(x)>0 cuando x esta entre 2 y 4, por ello podemos calcular el area con una sola integral.

Y ox?2 41 1 *
A=j > dx = |—Ln|x| +—+ 2 Ln|x — 1|
, X2 (x—1) X ,

Se aplica la regla de Barrow.

1 1 1 1
A= <—Ln|4| +Z+ 2-Lnl4 — 1|> — <—Ln|2| +E+ 2 - LIL|2/1|>= —Ln|4| +Z+ 2 - Ln|3| + Ln|2| —3

Podemos agrupar los logaritmos aplicando sus propiedades y obtenemos la solucién.
No hace falta obtener el valor aproximado.

9 1 9.2 9
A=1In (E) -2 2 - Ln|3| + Ln|2| — Ln|4|= Ln(3)? + Ln(2) — Ln(4) = Ln )= Ln >
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Calculo del area

Para que entendais mejor el area que hemos calculado representaré la grafica. Esto no es necesario que lo hagais
vosotros en el examen.

15

0.5

Podéis observar que la funcidon va por encima del eje X en todo momento.

El area calculada es la de color rojo.
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