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ADVERTENCIA 

• Toma LÁPIZ y PAPEL y trabaja tomando apuntes como si
estuvieras en una clase presencial.

• No seas un alumno PASIVO, como el espectador de una
película, sino un alumno ACTIVO.

Edición de vídeo: Vanessa Quintana
Fotografía y vídeo.
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Conceptos necesarios

Los conceptos que utilizaremos para resolver este ejercicio son:

1) Ecuaciones de planos y rectas.

2) Distancia entre dos rectas paralelas.

3) 3 puntos alineados.

Herramientas utilizadas.

1) Determinantes

2) Vectores.
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OTROS VÍDEOS PARA PRACTICAR

PAU Junio 2021
Problema 2

PAU Junio 2021
Problema 5

PAU Septiembre 2020
Problema 2

PAU Septiembre 2020
Problema 5

PAU Julio 2020
Problema 2

PAU Julio 2020
Problema 5
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El enunciado
Dados los puntos                                                                                   se pide:𝑃 = 1,1,0 , 𝑄 = 2,−1,1 𝑦 𝑅 = (𝛼, 3, −1)

a) La ecuación del plano que contiene a 𝑃, 𝑄 y 𝑅 cuando 𝛼 = 1 y la distancia de dicho plano al origen de coordenadas.

b) La ecuación de la recta 𝑟 que pasa por 𝑅 cuando 𝛼 = 1 y es paralela a la recta 𝑠 que pasa por 𝑃 y 𝑄. Calculad la distancia 
entre las rectas 𝑟 y 𝑠.

c) Los valores de 𝛼 para los cuales 𝑃, 𝑄 y 𝑅 están alineados y la ecuación de la recta que los contiene.

Solución:

Resolución del problema

Dados los puntos                                                                                   se calcula la ecuación general del plano:𝑃 = 1,1,0 , 𝑄 = 2,−1,1 𝑦 𝑅 = (1,3, −1)

Calculo el vector director del plano que pasa por P y Q: ൯𝑣 = 𝑃𝑄 = 𝑂𝑄 − 𝑂𝑃 = 2,−1,1 − (1,1,0 = (1, −2,1)

Calculo el vector director del plano que pasa por P y R: ൯𝑤 = 𝑃𝑅 = 𝑂𝑅 − 𝑂𝑃 = 1,3, −1 − (1,1,0 = (0,2, −1)

Con los dos vectores directores del plano y un punto (P, Q  o R), ya puedo calcular la ecuación implícita del plano.

𝑥 − 1 𝑦 − 1 𝑧 − 0
1 −2 1
0 2 −1

= 0 𝑥 − 1 ∙
−2 1
2 −1

− 𝑦 − 1 ∙
1 1
0 −1

+ 𝑧 ∙
1 −2
0 2

= 0

𝑥 − 1 ∙ 0 − 𝑦 − 1 ∙ (−1) + 𝑧 ∙ 2 = 0 𝑦 − 1 + 2𝑧 = 0

La ecuación del plano será: π: y+2z−1=0 

𝑦 + 2𝑧 − 1 = 0
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Resolución del problema

𝑃 = 1,1,0 , 𝑄 = 2,−1,1 𝑦 𝑅 = (1,3, −1)

b) La ecuación de la recta 𝑟 que pasa por 𝑅 cuando 𝛼 = 1 y es paralela a la recta 𝑠 que pasa por 𝑃 y 𝑄. Calculad la distancia 
entre las rectas 𝑟 y 𝑠.

Para determinar la distancia de un punto a un plano, lo más rápido es aplicar la fórmula correspondiente.

𝑑𝑃𝜋 =
𝐴 ∙ 𝑥0 + 𝐵 ∙ 𝑦0 + 𝐶 ∙ 𝑧0 + 𝐷

𝐴2 + 𝐵2 + 𝐶2
=

0 ∙ 0 + 1 ∙ 0 + 2 ∙ 0 − 1

02 + 12 + 22
=

𝟏

𝟓
𝒖𝒏𝒊𝒅𝒂𝒅𝒆𝒔 𝒅𝒆 𝒍𝒐𝒏𝒈𝒊𝒕𝒖𝒅

a) La ecuación del plano que contiene a 𝑃, 𝑄 y 𝑅 cuando 𝛼 = 1 y la distancia de dicho plano al origen de coordenadas.

Calculo el vector director de la recta s, que será el mismo que el de 
la recta r, puesto que son paralelas:

൯𝑣 = 𝑃𝑄 = 𝑂𝑄 − 𝑂𝑃 = 2,−1,1 − (1,1,0 = (1, −2,1)

𝑠: ቐ
𝑥 = 1 + 𝜆
𝑦 = 1 − 2𝜆
𝑧 = 𝜆

, 𝜆𝜖𝑅 𝑟: ቐ
𝑥 = 1 + 𝜇
𝑦 = 3 − 2𝜇
𝑧 = −1 + 𝜇

, 𝜇𝜖𝑅

A partir de los datos, obtengo las ecuaciones paramétricas de ambas rectas.

Recta s

P

Q

Recta r

R
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Resolución del problema
b) La ecuación de la recta 𝑟 que pasa por 𝑅 cuando 𝛼 = 1 y es paralela a la recta 𝑠 que pasa por 𝑃 y 𝑄. Calculad la distancia 
entre las rectas 𝑟 y 𝑠.

Puesto que las rectas son paralelas, basta con calcular la distancia de un punto de 
una de ellas a la otra recta. Por ejemplo la distancia del punto R a la recta s.

Recta s

P

Q

Recta r

R
DLa forma más rápida de calcular la distancia de un punto 

a una recta es utilizar la fórmula correspondiente.
𝐷𝑅𝑠 =

𝑅𝑃 × 𝑣

𝑣

Calculo el vector que va desde R hasta P. ൯𝑅𝑃 = 𝑂𝑃 − 𝑂𝑅 = (1,1,0 − 1,3, −1 = (0, −2,1)

Calculo el producto vectorial. 𝑅𝑃 × 𝑣 =
i j k
0 −2 1
1 −2 1

= −2 i + j − (−2 k − 2 i ) = j + 2 k

Calculo 𝑅𝑃 × 𝑣 : 𝑅𝑃 × 𝑣 = 02 + 12 + 22 = 5

𝑑𝑅𝑠 =
(0,−2,1) × (1, −2,1)

(2,1, −1) =
5

6

Calculo v : v = 12 + (−2)2+12 = 6

Ya podemos terminar el cálculo: =
30

6

La distancia entre las rectas r y s es 30/6  unidades de longitud.
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Resolución del problema

c) Los valores de 𝛼 para los cuales 𝑃, 𝑄 y 𝑅 están alineados y la ecuación de la recta que los contiene.

Dados los puntos                                                                                   se pide:𝑃 = 1,1,0 , 𝑄 = 2,−1,1 𝑦 𝑅 = (𝛼, 3, −1)

3 puntos están alineados si los vectores que los unen son paralelos.

P

RQ

Calculo los vectores 𝑃𝑄 y 𝑄𝑅

൯𝑃𝑄 = 𝑂𝑄 − 𝑂𝑃 = (2,−1,1 − 1,1,0 = (1, −2,1)

൯𝑄𝑅 = 𝑂𝑅 − 𝑂𝑄 = (𝛼, 3, −1 − 2, −1,1 = (𝛼 − 2,4, −2)

Dos vectores son paralelos si sus componentes son proporcionales.
1

𝛼 − 2
=
−2

4
=

1

−2

1

𝛼 − 2
=

1

−2
𝛼 = 𝟎

El valor de α para que los puntos estén alineados es 0.

A partir de un punto (P) y del vector director 𝑃𝑄 obtengo la ecuación de la recta. Nos 
damos cuenta de que es la misma recta s que ya habíamos calculado anteriormente.

s: ቐ
𝑥 = 1 + 𝜆
𝑦 = 1 − 2𝜆
𝑧 = 𝜆

, 𝜆𝜖𝑅


