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Problema 1
Algebra matricial/Sistemas de ecuaciones



Problema 1

1 2 0 X m
Dadas las matrices: A = <0 m 1>,X = (y) yB = (O)
0O 3 O Z 9

a) Estudiar cuando la ecuacién matricial A% - X = B tiene solucidn en funcién del parametro real m.

b) Encontrar todas las soluciones de la ecuacidon anterior cuando éstas existan.

Solucion:

Se calcula en primer lugar la matriz A2.

1 2 0 1 2 0 1-14+2:-040:0. 14:242-m+0-3 1:04+2-140-0 1 242m 2
A2=l0 m 1|0 m 1 =<0-1+m-0+1-0 0«2+m-m+1-3 O-0+m-1+1-0>= 0 m*+3 m

0 3 0 0 3 0 0-1+3-0+0:0» 0:-2+3-m+0-3 0-0+3-1+4+0-0 0 3m 3

Se operan A%y X.

0 m?>4+3-m y|={0-x+mM?*+3)-y+m-z|=| (m?+3)y+mz

(1 2+ 2m 2) <x> 1-x+@2+2m)-y+2-z x+ 2 +2m)y + 2z
A% X = :
0 3m 3 Z O-x+(@Bm)-y+3-z (3m)y + 3z



Problema 1

1 2 0 X m
Dadas las matrices: A = (O m 1>,X = (y) yB = (O)
0O 3 O Z 9

a) Estudiar cuando la ecuacién matricial A% - X = B tiene solucidn en funcién del paramétro real m.

Se igualan las matrices de la ecuacion. (m?+3)y+mz. | =0

x+2+2m)y+ 2z (m)
(3m)y +3z 9

x+R2+2m)y+2z=m
Para que dos matrices sean iguales, deben serlo todos’'sus términos a;. (m?+3)y+mz=0
Bm)y+3z=9

Se discute el sistema aplicando el teorema de Rouché.
Se definen la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada.
1 242m 2 1 242m 2 m
C=10 m?+3 m|] C'=[{0 m?*+3 m O
0 3m 3 0 3m 3 9
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0 m?+3 m
0 3m 3

Problema 1 c=<1 2 +2m 2)

Calculo el rango de C en funciéon de m utilizando su determinante.

1 24+2m 2 m
1 242m 2 C*=<O m?+3 m 0)
ICl=(0 m?+3 m|=9#0 0 3m 3 9
0 3m 3

Como el determinante de C es distinto de cero para todo valor de m, podemos afirmar que:

Rg(C) = Rg(C*) = n%incégnitas = 3 — el sistema es compatible determinadoV m € R
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Problema 1

b) Encontrar todas las soluciones de la ecuacién anterior cuando éstas existan.

Se podria despejar X utilizando las propiedades de la matriz inversa, pero calcular Ia
inversa de A? en funcion de m es muy tedioso, por eso prefiero resolver el sistema por la

denostada (por algunos) regla de Cramer.

Recordamos que: |C| =9

m 24+2m 2
0 m?2+4+43 m

x_|cx|_9 3Im 3_27m—54_9-(3m—6)_3 -
el 9 -7 o9 9. . 2™
1 m 2
|C| 0O 0 m 9
y 0 9 3|_—om
—_— —_— o Z—m
Y =e 9 9
1 242m m
0 m2+4+3 .0
IC.l o “3m 9| 9m?>+27 9-(m?+3) -
— = = = =Im +3
|C] 9 9 9
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Problema 2

Dadas las matrices A = ((1) (1) D,B = (% _11 (1)) y C = (—(c)rz g),

a) Obtener la matriz (ABT + 1)™1, donde I es la matriz identidad de las dimensiones adecuadas para realizar la operacién.
b) Comprobar que C? = —a3 - I, donde I es la matriz identidad, y calcular C13.

Solucion:

1 2
Se calcula en primer lugar la matriz BT. BT = <1 —1)
1 .0

Se calcula el producto 4 - BT .

1 2

1 0 1 1614 0-1+1-1 1-240-(=1)+1-0\ (2 2
A-BT = 11 -1 =( ):
(0 1 1) (1 0) 0-4%1-1+1-1 0-241-(=1)+1-0 (2 —1)

Se calcula ABT + I. La matriz identidad debe ser de orden 2.

ersi=G 20 D=6 )



Problema 2

a) Obtener la matriz (ABT + I)~1, donde I es la matriz identidad de las dimensiones adecuadas para realizar la operacion.

3 2
E=A-B"+1= (2 0) Simplifico la nomenclatura de la matriz pedida.

Calcularé la matriz inversa de E, mediante el algoritmo de los adjuntos:

1) Calculo |E|; |E| = B g =0—4=—4+0 Alsereldeterminante distinto de cero, la matriz E tiene inversa.

2) Calculo la matriz de los adjuntos:  Adj(E) = (_02 _32)

3) Calculo la traspuesta de la matriz de los/adjuntos: (Adj(E))t = (_02 _32)

1 t 1
4) Aplico la formula:  E'=—=. (Adj(E)) ——> E 1= (ABT +D1=—.
) Aplico la férmula:  E IE] (Adj(E)) E (AB" +1) ) (_2 3

(AB" + D71 =

N = O
w
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Problema 2

Dadas las matrices A = ((1) (1) 1),8 = (; _11 (1)) y C = (—(c)rz g),

b) Comprobar que C? = —a? - I, donde I es la matriz identidad, y calcular C13.

Se calcula el producto CZ.

A (0 @y [0 a 0-0+a-(—a?) 0,7 a0 1} _
C*=¢ C_(—az 0) (—az 0)=<(—(12)°OC-ZI-0°(“—C¥2) (_az;r°acj'0°o> _<

Quedando demostrado que: C? = —a3 -1

Se calcula C13 en funcién de C?2.

19
€13 = ¢26%= (€?)0- (2 (wa® D6 C =a®-c=a®. (0, %) :( 0 «a )

19
Solucién: C13 =< 0 @ )

—a2% 0
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PROBLEMA 3

x—y=1 y los puntos P = (0,0,3) y Q = (2,2,a), obtener:

Dada la recta 7 {x 42y +2=0

a) Los valores del parametro real a, si existen, para los que son paralelas la recta r y la recta que pasa por los puntos Py Q.
b) La ecuacidén del plano perpendicular a ry que pasa por P.

Solucion:

Se calcula el vector director de la recta que pasa por los puntos P y.Q. ﬁa =Q—-P=(22,a)—(00,3)=(22,a—3)

Para que dos rectas sean paralelas, sus vectores directores/deben ser iguales o proporcionales. Ademas, no deben tener
ningun punto en comun (si lo tienen, serian rectas coincidentes).

Calculo el vector director de la recta r, se asigna el parametro a y, y se resuelve.

x—y=1 R =(10,-1)
r'{x+2y+z=0 A i AeR ecar{u=(1,1,—3)
z=-1-31
: —3
Se calcula el valor de.a para que los vectores directores sean paralelos. > = > = p—
1 — 3 —> qa—3=—6 —> a=-3 Se puede comprobar facilmente que P €& r, por

2 a-3 lo quectasirectas son paralelas para a = —3.




PROBLEMA 3

x—y=1 y los puntos P = (0,0,3) y Q = (2,2,a), obtener:

Dada la recta 7 {x 42y +2=0

., : . R =(1,0,-1)
b) La ecuacion del plano perpendicular a ry que pasa por P. Anteriormente hemos calculado que: 71 = (1,1, —3)
Se hace un pequeno esquema para ilustrar la situacion. A
A
n _
u
P
T
r

El vector normal del plano sera igual al'vector director de la recta. Se calcula la ecuacion
del plano a partir de dicho vector_normal y del punto P mediante la ecuacion
correspondiente.

A-(x—x)+B-(y=v9)+C-(z—29)=0—>1:-(x—0)+1-(y—0)—-3-(z—-3)=0

Solucion: El plano pedidoes: m:x+y—3z+9=0
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PROBLEMA 4

>x+y+7z=16 y el punto P = (0,5,2) se pide:

D I :
ada la recta r.{gx Y47z =12

a) Comprobar que el punto Q = (2,6,0) pertenece a la recta r y encontrar la recta s que-pasa por los puntos Py Q.
b) Obtener el angulo que forman la recta r y la recta s.

c) Obtener la proyeccién ortogonal del punto P y la recta r.

Solucion:

Se sustituye el punto Q en la recta r para comprobar si verifica sus ecuaciones.

5:24+46+7:-0=16 16 = 16 :
{9-2—6+7-0 —12 — > {12 _ 1 Por.lo que podemos afirmarque Q € r

Se calcula el vector director de la recta que pasa por los puntos Py Q. P_Q) =Q—-P=(26,0)—1(052)=(21,-2)

x=2+24
Se escriben las ecuaciones paramétricas des: | s:Jy =6+ 1 ;AeR
z = =21




PROBLEMA 4

>x+y+7z=16 y el punto P = (0,5,2) se pide:

D I :
ada la recta r: {9x Y 47z=12

b) Obtener el angulo que forman la recta r y la recta s.

x=2+4+21
Las ecuaciones paramétricas de s son: S:4y =6+ A1 ;AeR y suvectordirectores: vy = (2,1, —2)
z=—=2A
El vector director de 7 se calcula con el producto vectorial de’los vectores normales de los planos que definen la recta r
N U o1 7 =I5 7], =571 . s o o o
=15 1 7(=0|0y o7 g |t gl = 14 +28) 14k =i +2) —k = (121
9 -1

Los vectores se pueden simplificar.
El angulo entre las rectas es el que forman los vectores directores.

v, - v 1(1,2,-1) - (2,1, -2)| 1-2+2-1+(—1)-(—2) 6 V6
cos(a) = ————= = — =
el - (vsh 1259 22 + (—=1)2- /22 + 12 + (=2)2 V6 -9 V6-3 3
V6 , ;
a = arccos 5 = 35,26° | El dngulo que forman las rectas es 35,26
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PROBLEMA 4

c) Obtener la proyecciéon ortogonal del punto P y la recta r.

x=2+A
Como ya disponemos del vector director de r; v, = (1,2, —1); y sabemos que el punto ridy =6+ 21; AR
Q = (2,6,0) pertenece a r. Se obtienen las ecuaciones paramétricas de la recta r. A\
Hacemos un esquema de la situacion e indicamos los pasos que seguiremos: A

1) Anotamos el vector director de la recta y el punto P. v, = (1,2,—1) P =(0,5,2)

2) Definimos un plano que pasa por Py tiene por vector normal, 1 =v,.= (1,2, —1). o

3
I
Tl

A-(x—x0) +B-(y—yo) +C-(z—2) =0

1-(x—0)+2:-(y—5)—1-(z—2) =0 —> Elplano.auxiliares: m:x+2y—z—-8=0

3) Se calcula la interseccion entre la recta y el plano. R (que es la proyeccion ortogonal pedida).

Se sustituyeren:

X+2y—2z—-8=0—>24142-(6+20)—-(-1)—-8=0—>61+6=0—>1=—1

x=2—-—1=1
Se obtiene el punto'Q, sustituyendoA = —1lenr. R:ky=6—-2-1=4
z=—-1A=—-(-1)=1

La proyecccion ortogonal es R = (1,4,1)
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Problema 5

1
Considerar la funcién f(x) = —+ Ln(x + 1) Obtener:
X

a) El dominio y las asintotas de f(x).

b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x), y sus maximos y minimos.

c) El area comprendida entre lacurvay = f(x) ylasrectasy = 0,x = Ly x = 2.

Solucion: Para calcular el dominio se calcula el dominio de cada. sumando.

1 1
— > Dom <—> = R — {0}
X X
In(x+1) > Dom (In(x+ 1)) ={x e R/x +1>0}—> Dom (Ln(x+ 1)) ={x e R/x > —1}
El dominio de f(x) es la interseccion de los dominios de ambos sumandos.

-1 0
O O —-

Dom (f(x) = % + Ln(x + 1) ) ={x€eR/x € (—1,0) U (0,+0)}

@©Angel Cuesta Arza




Problema 5
Considerar la funcion f(x) = l + Ln(x + 1) Obtener: a) El dominio y las asintotas de f(x).
X

Para estudiar las asintotas verticales, estudiaremos el limite en los puntos conflictivos. En este caso x = —1y x = 0.

Calculo los limites de la funcidon en esos puntos.

1
. 11m—_‘|'l'n(x‘|'1)——1+Ln(0 )=14
Enx = -1 lim — + Ln(x + 1) = -1+ Ln(O) > x——1

o 1
ok lim —+Ln(x+1)——1+Ln(O+)——

\x_> 1t

Por lo tanto, x = —1 es asintota vertical de f(x) cuando x tiende a — 1 por la derecha.

g
1 1

1 1 lim — +Ln(x+1)—0—+Ln(1 ) = —

Enx = 0 lim—+.Ln(e+ 1) ==+ Ln(l) —> {0 X

5 1 1
) 0 lim =+ Ln(x + 1) = — + Ln(1*) = +oo
kx—>0 X 0

Por lo tanto, x = 0 es asintota vertical de f(x)




Problema 5

1 . ,
Considerar la funcién f(x) = —+ Ln(x + 1) Obtener: a) El dominio y las asintotas de f(x).
X

La asintota horizontal se calcula haciendo el limite cuando x tiende a mas infinito. No-es necesario hacer el limite
cuando x tiende a menos infinito porque la funcién no esta definida para numeros menores que -1.

1 1
lim f(x) = ;I_)rg; +In(x+1)= o + Ln(4+0 + 1) = 400 | por lotanto f(x) no tiene asintota horizontal.

X—00

Al no tener la funcidn asintota horizontal, debemos comprobar si tiene asintota oblicua. y=m-x+n

1 , . -1 1 -1 1

e f(x)_E+Ln(x+1) L Hopital _ x2+x+1_002+oo+1_9_
m = lim = > lim = =—=0
x>0 X X x—00 1 1 1

por lo tanto f(x) no tiene asintota oblicua.




Problema 5

1
Considerar la funcion f(x)=—+Ln(x + 1) Obtener:
X

b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x), y sus maximos y minimos.

-1 1 —x—-14+x? x?2-x-1 . . g
f'(x) = + = = lgualamos la derivada a cero la derivada y resolvemos la ecuacion.
x2 x+1 x?2-(x+1) x2-(x+1)
([ 1445
2 _ . _1 X = ~ 1,618
X 7 —0——>x*—x—1=0 —— 3 2 Se estudia el signo de la derivada:
x%-(x+1) 1.—+/5
X = ~ —0,61
\ 2
1—+/5 1++5
—1 2 0 2 +00
— +

f’(x) +
f(x 7 T | T | —




Problema 5

1
Considerar la funcion f(x)=—+Ln(x + 1) Obtener:
X

b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x), y sus maximos y minimos.

1—+/5 145
—1 ) 0 2

/(x) + - — +

£(x) _— \ — _—

_ , 1-+5 14+4/5 1— \/E
f(x) es creciente si x € \ —1, U , +00 f(x) es decreciente si x € 0,

2

[\

Maximo relativo enx =

5 V5
50 (59

. \/5
~ —2,58 —> |Maximo; M = ,—2,58

Minimo relativo en x =

1++/5 f<1+x/§>

- 1++5
> ~ 1,58 —>| Minimo;m = , 1,58

2




Problema 5

1
Considerar la funcion f(x)=—+Ln(x + 1) Obtener:
X

c) El drea comprendida entrelacurvay = f(x) ylasrectasy = 0,x =1y x = 2.

Puesto que la funcién es positiva entre x=1 y x=2, el valor del area serd igual al de la integral definida de f(x) entre x=1 y x=2.

Se calcula la funcidn primitiva en primer lugar.

f(%+l,n(x+ 1)) dx = j%dx+jLn(x+ 1)dx = Ln|x]| +]Ln(x+ 1)dx

La integral del logaritmo neperiano se debe resolver. mediante |la técnica de integracion por partes.

( )
u=ILnlx+1) - du= dx
x+ 1 X
an(x+1)dx=< \ =x-Ln(x+1)—Jx+1dx
dv=1dx—->v=J1dx=x

\ J

Para resolver la integral del cociente, sumo y resto 1 al numerador.
x+1—-1 x+1 1

an(x+1)dx=x-Ln(x+1)—j 1

dx=x-Ln(x+1)—jx+1—x+1dx



Problema 5

x+1 1

— d
x+1 x+1 X

1
dx=x-Ln(x+1)—j1dx+jx

an(x+1)dx=X°L7’l(X+1)—j +1

jLn(x+1)dx=x-Ln(x+1)—X+Ln|x+1|+C

1
F(x) = f<;+Ln(x+ 1)>dx =Ilnlx|+x-Ln(x+1) —x+Ln|x +1[+C
Una vez calculada la funcién primitiva, ya podemos aplicar la regla de Barrow.
) 21
Area = j <; + Ln(x + 1)> dx = F(2) — F(1)
1

FR2Q)=In|2|+2-In(2+1) -2+ Ln|2+ 1| =Ln(2)+2-Ln(3) -2+ Ln(3) =3-Ln(3) + Ln(2) — 2
F()=Ln|1|+1-Ln(1+1) =1+Lnl1+1] =0+Ln)—1+Ln2) =2 -LnR) -1

Area= B -Ln3) +In(2)—-2)— 2 -Ln(2)—1) =3-Ln(3) — Ln(2) — 1 = 1,603 u?

El area encerrada es 1,603 unidades de area, aproximadamente.
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PROBLEMA 6

El corte vertical de la entrada a |la plaza amurallada de cierto pueblo tiene forma
de parabola con ecuacién y = - x? + 12, donde x e y se miden en metrose y =0
representa el suelo. Se desea poner una puerta rectangular de modo que las dos
esquinas superiores estén en la parabola y las inferiores en el suelo. El resto de la
entrada va cerrado con piedra. Calcular:

a) Las dimensiones de la puerta para que tenga la mayor superficie posible.

b) Utilizando la puerta del apartado anterior, obtener el drea de/la parte frontal
de la puerta y el area de la parte frontal de la entrada recubierta por piedra.

—X X

Solucion:

En primer lugar, se definen en funcidn de x losvértices'del rectangulo. Para ver los limites en los que se mueve x, calculo
los puntos de corte con los ejes de la funcion.

—x2+12=0—""> x = +/12 =+2V3

A continuacion, se define’la funcion que nos proporciona la superficie de la puerta.
fx)=2x-(=x*>+12); " 0<x<+12

Opero la funcion para derivarla mas facilmente. Para calcular el maximo de la funcidn, se deriva e iguala a cero.

0<x<+V12 S

fl)==2x34+24x ——> f'(x) = —6x*4+24 — > —6x2+24=0 —> x = +2 x =2




PROBLEMA 6 —x% +12 —x% +12

a) Las dimensiones de la puerta para que tenga la mayor superficie posible.

Para determinar si x=2 nos proporciona la superficie maxima o minima, utilizaré el
criterio de la segunda derivada. Utilizo este método, ya que en este caso es facil
obtener la funcidon segunda derivada.

'(x) = —6x°+24 —> f"(x)=—-12x —> f"(2) = —-12-2=-24<0 -
X X

Por ser el valor de la segunda derivada en el valor critico negativo, podemos afirmar que x=2 maximiza la funcidn.

Se calcula el valor de la altura de la puerta. y(2) ==2% +.12 = 8

La puerta de maxima superficie tendra una base de 4 metros, una altura de 8 metros.




PROBLEMA 6

b) Utilizando la puerta del apartado anterior, obtener el area de la parte frontal de |la puerta y el area de la parte frontal
de la entrada recubierta por piedra.

Se calcula la superficie de |la puerta utilizando la funcion utilizada antes. f2Q)=—-2-23424-2=32

La superficie maxima que puede tener la puerta es 32 m2.

Se calcula el area total bajo la curva en —v12 < x < +/12 utilizando'la integral y |la regla de Barrow.

\/ﬁ 3 \/ﬁ 3
A=J (—x% + 12)dx =[—x—+12x] _(\/ﬁ) +12.(\/ﬁ)] [ ( \/_) +12-(—V/12)
V12 3 _Ji2 3
A=—(\/13_2) +12-(\/ﬁ)+@+12-(\/ﬁ)=—2.(\éﬁ) +24-(\/E)=—24'(3m)+24-(x/ﬁ)

_—24-(V12)#72+(V12) _48- (\/_)_16 (VT2) = 323
3

Ya disponemos del area total, en la siguiente diapositiva termino el ejercicio.
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PROBLEMA 6 —x% +12 —x? + 12

b) Utilizando la puerta del apartado anterior, obtener el area de la parte frontal de la
puerta y el area de la parte frontal de la entrada recubierta por piedra.

El drea bajo la curva (pared y puerta) es 32 - v/3 unidades de érea.

La superficie de la puerta es 32 unidades de area.

La superficie de la pared es la diferencia entre el area total y el area de'la puerta. . P

A=32-4/3-32=32- (\/§ — 1) unidades de area

La superficie recubierta de pared es 32 - (\/§ — 1) m?.

©Angel Cuesta Arza
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PROBLEMA 7

Tenemos dos monedas distintas M, y M,. La probabilidad de obtener cara al lanzar la moneda M, es x y la probabilidad
de obtener cara al lanzar la moneda M, es y.

a) Si lanzamos las dos monedas al mismo tiempo, calcular las probabilidades de no obtener ninguna cara, de obtener solo
una cara y de obtener dos caras.

b) Después de lanzar las dos monedas, volvemos a lanzar solamente las monedas en las que no hemos obtenido cara.

Calcular las probabilidades de que el resultado final haya sido obtener'ninguna cara, obtener solo una cara y obtener dos
caras.

Solucion: Se construye el diagrama de arbol. Las probabilidades se expresan en funcion de x e y.

p(Cy) = y C, Se definen los sucesos:
C, C,=La primera moneda sale cara
P(Xz) =1 -5 X, X,=La primera moneda sale cruz

C,=La segunda moneda sale cara

X,=La segunda moneda sale cruz

P(Cz) =Y

Los sucesos son independientes por eso no se
ponen probabilidades condicionadas.




PROBLEMA 7 2y —c

a) Si lanzamos las dos monedas al mismo tiempo,
calcular las probabilidades de no obtener ninguna
cara, de obtener solo una cara y de obtener dos caras.

P(Cl) =X

Obtener ninguna cara equivale a obtener dos cruces

PX1NX,)=PX)-PX)) =(1—-x)-(1—-y)=1—-x—y+xy

La probabilidad de no obtener ningunacaraes: 1 —x —y + xy

Como hay dos formas de obtener una cara, las tenemos en cuenta.

P(C,NX)+PXiNCy) =P(Cy)-P(Xp) +P(X)-P(Cy) =x-(1—-y)+(1—x)y =x+y—2xy

La probabilidad de obtener una cara'es: x + y —2xy

La probabilidad de obtener dos caras se obtiene de forma analoga.

P(C;nCy) = P(Cy) - P(C3) =x-y

La probabilidad de obtener dos caras es: xy

Comprueba que la suma de todas las probabilidades-es-igual:a:1.




PROBLEMA 7

b) Después de lanzar las dos monedas, volvemos a lanzar solamente las monedas en las que no hemos obtenido cara.
Calcular las probabilidades de que el resultado final haya sido obtener ninguna cara, obtenersolo una cara y obtener

dos caras.
Debemos ampliar el diagrama de arbol con los nuevos posibles resultados.

C, Noselanzan monedas porgue ambas fueron cara

\ < Sélo lanzo la segunda moneda, ya que la primera fue cara.

X C,;Solo lanzo la primera moneda, ya que la segunda fue cara.

]\J Y G Se vuelven a lanzar
X C < ambas monedas.
1 X,



PROBLEMA 7

__—_—‘y’/ C2
Cl \ y CZ
15— X <
Y N X,
Y

Obtener ninguna cara

PX1NX;NX1NXy)=PX1) - P(X) - PX) - P) =(1—x)- (1-y)-(1—-2x)-(1—y)

PX;nX,NnX;NnX,)=({1—-x)?-(1—y)? |Laprobabilidad de no obtener ninguna caraes: (1 —x)%- (1 — y)?




PROBLEMA 7

—’—‘y/‘ C2
Cl \ y C2
11X <
-y X, < Obtener sélo una cara

y C2 \
Xy 1 X, € Obtener so6lo una cara

~Xx
A y C,
2 X C, <
X, 1, X, < Obtener sdlo una cara
1 y C; < Obtener sélo una cara
~Xx Xl <
1—, X, <€ Obtener ninguna cara

©Angel Cuesta Arza



PROBLEMA 7

X, «<— Obtenersdlo una cara

1 < Obtenersdlo una cara

y G,
C, <
1 ~y X5 €«———— Obtenersélo unacara
y C, «——— Obtenersdlo una cara
X1 <

P(1Cara) =P(C;nX, NXy) FPX, NC,NX)+PX NX,NCiNX,) +PX;NnX,NnX, NCy)
P(1 Cara) = P(Cy) - P(X2): P(X3) + P(Xy) - P(C2) - P(X1) + P(X1) - P(X3) - P(Cy) - P(X2) + P(X1) - P(X3) - P(X1) - P(Cy)
P(1Cara) =x+{=y)*+y - 1—-x)+x-1—-x)- 1=y +y-(1—y) - (1 —x)*

La probabilidad de obtener unacaraes: x- (1 —y)? +y- (1 —-x)?+x-1—-x)-A—-y)?*+y-(1—y)-(1 —x)?




PROBLEMA 7

Obtener dos caras

\ < C2 Obtener dos caras
Obtener sélo una cara

Obtenerides caras

X C, <
X4 } X, <€ Obtener sélo una cara
\7\ y C, < Obtener dos caras
2 X C, <
X, 1 X, < Obtener sdlo una cara

-y
1 y C, « Obtener sélo una cara
—-x <
X
1—, X, <€ Obtener ninguna cara

La probabilidad de obtener 2 caras son el resto de las posibilidades. Podria hacerse el calculo teniendo en cuenta que
la suma de todas las probabilidades es igual a 1, pero en este caso el proceso seria muy largo. Lo haré caso a caso
como he hecho anteriormente. ©Angel Cuesta Arza



PROBLEMA 7

C, <«—— Obtenerdos caras

\ < C, «— Obtenerdos caras

X, «<— Obtenersélo una cara

C, «—— Obtenerdos caras

X
y , =—
X % X; «<— Obtenersdlo una cara
‘7\ y €, €«———Obtenerdos caras
2 X C, <
X, < 1-— X, «—— Obtenersélo una cara

1—, % C, «——— Obtenersdlo una cara
X1 <
1 ~y X, «<— Obtener ninguna cara

P(2 Caras) =P(C;NC,) +P([CynX,NC)+PXyNnC,NC)+PX NX,NCiNC,)
P(2 Caras) = P(Cy) - P(C;) + P(Cy) - P(X3) - P(Cy) + P(Xy) - P(Cy) - P(Cy) + P(X1) - P(X3) - P(Cy) - P(Cy)

PR2Caras)=x-y+x-y-1—-y+x-y- Q—-2)+x-y-QA—-x)-(1—y)

La probabilidad de obtener unacaraes: x-y+x-y ©€&nge| W Ex-y-1-x2)+x-y- (1-x)-1-y)

ta Arza




Selectividad Comunidad Valenciana

Matematicas Il
Junio 2023

Problema 8
Probabilidad



PROBLEMA 8

Cada fin de semana llegan al aeropuerto de Alicante 161 vuelos. De estos 161 vuelos, 95 proceden del territorio nacional,
50 proceden de la Unién Europea y 16 proceden de paises de fuera de la Union Europea. Sabiendo que el 5% de los

vuelos con procedencia nacional, el 4% de los vuelos con procedencia de la Unidn Europea.y el 6.25% del resto de vuelos
se retrasan:

a) Calcular la probabilidad de que durante el fin de semana un vuelo se retrase.

b) Sabiendo que un vuelo concreto se ha retrasado, calcular la probabilidad-de que este vuelo proceda de la Unidn
Europea.



PROBLEMA 8

Solucion: Se construye el diagrama de arbol. Se definen los sucesos en primer lugar.

A=el vuelo llega desde Espaiia B=el vuelo llega desde la UE C=El vuelo llega desde fuerade la UE' R=Vuelo con retraso

De estos 161 vuelos) 95 proceden del territorio nacional, 50
\RIN‘O' R proceden de_la UnionsEuropea y 16 proceden de paises de
fuera de.a Union*Europea. Sabiendo que el 5% de los vuelos
con procedentia nacional, el 4% de los vuelos con procedencia
de la Union Europea y el 6.25% del resto de vuelos se retrasan:

©Angel Cuesta Arza



PROBLEMA 8

a) Calcular la probabilidad de que durante el fin de semana un vuelo se retrase.

Aplicamos el teorema de la probabilidad total:

P(R) =P(A)-P(R/A)+P(B)-P(R/B)+P(C)-P(R/C)

P(R _ 005+50 004+16 00625—31 0,0481
()_161 ’ 161 161 T 644

La probabilidad de que durante el fin de semana un vuelo se retrase es 31/644.

b) Sabiendo que un vuelo concreto se ha,retfasado, calcular la probabilidad de
gue este vuelo proceda de la UniénsEuropea.

Aplicamos el teorema de Bayes:

50
_P(BNR) ‘P(B)-P(R/B) g7’ 0'04
P(B /R) = R S P = 22 —= 57 ~ 0,2581
644

Sabiendo que un vuelo concreto se ha retrasado, la probabilidad de
que este vuelo proceda de la Unidn Europea es 8/31."¢¢! Cuesta Arza




