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OTROS VIDEOS PARA PRACTICAR

Tu profesor en la red

SUSCRIBETE

Si quieres repasar matrices y
determinantes tengo un curso en
este mismo canal.

PAU Julio 2021 PAU Junio 2021 PAU Septiembre 2020



Problema 1

—X+yt+z=m
Se considera el siguiente sistema de ecuaciones que depende de un parametro real m: 2x +my —z=3m

o _ B , m—Dx+3y—z=6+m
a) Discutir el sistema en funcién de los valores del pardmetro m.
b) Para los valores de m para los que el sistema el compatible indeterminado, encontrar la solucion.

Solucion: Se discute el sistema aplicando el teorema de Rouché.

—1 1 1 -1 1 1 m
Se definen la matriz de los coeficientes y la matrizampliada. 4 = 2 m —-1] A" = 2 m -1 3m

m—1 3 -1 m—1 3 —-16+m
-1 1 1

Calculo el rango de A en funcidon de m utilizando su determinante. |A4| = 2 m —1=-m?+m+6

m—1 3 -1
Se iguala a cero y se resuelve la ecuacion de segundo grado. —m?+m+6=0 —> {rrrln=_—32
Sim # —2 ym # 3 entonces |A| # 0, Ran(4A) =3 ——> Ran(4*) = 3

*

Sim=—20m =3 entonces |4| = 0, Ran(4) < 3 —> Debo calcular el rango de A y de A

sustituyendo los valores de m en las matrices.



a) Discutir el sistema en funcién de los valores del parametro m.

Calcularé de forma simultanea el Rango de A y de A* utilizando el método de
Gauss para los valores concretos de m. También podria hacerse mediante el uso de

determinantes.

Problema 1

—X+ty+z=m
2x +my —z=3m
m—Dx+3y—z=6+m

F=F,+4F, (—1 1 1 =2
> (0 0 1-10
i 0JO !

\ 0 O 0}—30

!
A

-1 1 -2\ F,=Fq+2F, [—1 1 —2
Sim=-2 — A"'=(2 -2 -1-6 m’ 0 —10
\-3 3 -1, 4/ 37 0 10
Al
F, 2 |=2|—-1| -6 F, —4 10
2F, -2 2 | 2 —4 4F, 4 —40
F=F,+2F, | 0 | 0 | 1 —10 F,=F;+4F, —30
E _3 3 _1 Al finalizar el método de Gauss se observa que A
> tiene dos filas linealmente independientes y que
-3F 3 —3 —3 6 A* tiene las tres filas linealmente independientes.
F;=F;-3F, | O 0 —4 10 Param = —2, Ran(4) = 2 y Ran(4") = 3.




a) Discutir el sistema en funcién de los valores del parametro m.

Problema 1

—X+ty+z=m
2x +my —z=3m
m—Dx+3y—z=6+m

FeFa2F, (1 1 1 3\ fepop, (-1 1 1 3
—>| 0 5 1 5 > 0O 5 1 15
F3=F3+2F1 0 5 1 5 \ 0 0 0} 0
f
A
F o] s ] 1 [ 15
F, o s | 1 | 15
F=FaF, | O | O | 0 | 0

-1 1 1
SSm=3 — A*=| 2 3 -1 9
\ 2 3 -1 )9
Al
F, 2 —1 9
2F, -2 2 6
F,=F,+2F, | O 1 15
Fy 2 —1 9
2F, —2 2 6
Fo=F;+2F, | O 1 15

Al finalizar el método de Gauss se observa que A
tiene dos filas linealmente independientes y que
A* tiene las dos filas linealmente independientes.
Param = 3, Ran(4) = 2 y Ran(4") = 2.



Problema 1

Se hace el cuadro resumen, para dar la solucién al apartado a).

Ran(A) | Ran(A*) | N2incdgnitas | Tipo de Sistema | Numero de

soluciones
Sim#—-2ym=#3 3 3 3 S.C.D. Unica
Sim =3 2 2 3 S.C.I. Infinitas
Sim=—2 2 3 3 S.I. Sin solucién

b) Obtener las soluciones del sistema cuando éste sea compatible indeterminado.

—X+ty+z=m
2x +my —z=3m
m—Dx+3y—z=6+m

Para resolver el sistema de ecuaciones aprovecharemos la matriz escalonada obtenida en el apartado anterior para m=3.

0 15 5y +7 = 15 y=2z=15-52
0 0
x =12 — 42
La solucion del sistema para m = 3 es: {y =1 ;A ER
z=15—51

(—1 11 3) {_x+y+2=3 {_x+y+Z:3 —> —x+A+15-51=3 —> x=—41+ 12
5 1 —> —
0 0
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Tu profesor en la red

SUSCRIBETE

Si quieres repasar matrices y
determinantes tengo un curso en
este mismo canal.

Calculo de la
matriz inversa

PAU JULIO 2023 PAU JUNIO 2023



Problema 2

1 2m m 1 0
Se consideran las matrices A = (0 m 0) y B = (0 1) , obtener:
m 1 m 0 O

a) Estudiar el rango de A en funciéon del parametro real m.
b) Param = —1, resolver la ecuacion matricial AX = B.

c) Param = 0, calcular A°.

Solucion: Calculo el rango de A en funcion de m utilizando su determinante. En este caso, es facil obtener el
determinante desarrollando por la fila 2.

1 2m m 1
|A|=10 m O0f|=m- ‘m z‘ =m-(m-m?)=m?-(1—-m) Se iguala a cero y se resuelve la ecuacion.
m 1 m

m=20
m=1

m>-(1-m)=0 —> {
Sim # 0ym # 1 entonces |A| # 0, Ran(4) = 3

Debo calcular el rango de A sustituyendo

Sim=0om = 1entonces |A| =0,Ran(4) <3 ——> _
los valores de m en la matriz.



Problema 2

1 2m m 1 O
Se consideran las matrices A = (O m O) e B= (0 1) , Obtener:
m 1 m 0 O

a) Estudiar el rango de A en funciéon del parametro real m.

1 0 O
Sustituyoporm=0—> A={0 0 0
0 1 0

Busco un menor que sea distinto de cero. En este caso es @3 a3 = ‘(1) (1) =1+0—> Sim=0,Ran(4) = 2

1 2 1
Sustituyoporm=1—> A=|0 1 0
1 1 1

Busco un menor que sea distinto de cero. En este caso es a3z a35 = ‘(1) i =1+0—> Sim=1,Ran(4) = 2

Sim # 0ym # 1 entonces |A| # 0, Ran(4) = 3
Sim = 0,Ran(4) = 2
Sim=1,Ran(4) = 2




Problema 2

1 2m m 1 0
Se consideran las matrices A={0 m O e B=[0 1], obtener:
m 1 m 0 O

1 -2 -1
b) Param = —1, resolver la ecuacion matricial AX = B.  Sustituyoporm =—-1 —> ( O -1 O >
-1 1 -1

Se despeja la ecuacién matricial. A-X =B —> A1 A.-X=41.B —> [-X=A1-B——> X=A4"1-B

Se calcula la matriz inversa de A mediante el método de los adjuntos.

1 -2 -1
1) Calculo |A]|; |Al=]10 —-1 0] =2=+*0 Alsereldeterminante distinto de cero, la matriz A tiene inversa.
-1 1 -1




Problema 2

1 -2 -1
1 2m m 1 0 IAl=10 -1 0[=2
Se consideran las matrices A = (O m O) e B = (O 1) , Obtener: -1 1 -1
m 1 m 0 O
b) Param = —1, resolver la ecuacion matricial AX = B. Se continua con el calculo de la matriz inversa.
|—1 0 | _| 0 0 | | 0 —1|
1 -1 -1 -1 -1 1 1 0 -1
. : _ . -2 -1 1 -1 1 =2
2) Calculo la matriz de los adjuntos:  Adj(A) = —| 1 1 |_1 _1 “l_1 1 | =(-3 -2 1
‘—2 —1‘ _‘1 —1‘ 1 -2 -1 0 -~
-1 0 0 O 0 -1

1 -3 -1
3) Calculo la traspuesta de la matriz de los adjuntos: (Adj(4))t = ( 0O -2 0 >
-1 1 -1

1 -3 -1
( 0O -2 0 )
-1 1 -1

1
4) Aplico la formula:  A™1 = al (Adj(A))t —> Al =

N =

1/2 =3/2 -1/2
Al=| o ~1 0

~1/2 1/2 -1/2



Problema 2

1 2m m 1 0
Se consideran las matrices A={0 m O e B=[0 1], obtener:

m 1 m 0 O
1/2 -=-3/2 -—-1/2

b) Param = —1, resolver la ecuacién matricial AX = B.  Sustituyoporm =—-1 —> Al = 0 -1 0
-1/2 1/2 -1/2

e o (@) () 0k (=5) 0 (3) o (5) e (-3) o)
( >() (2o (a) 0 () or(3) (3

X=A"1-B= 0 -1 0 0 1 0-14+(-1)-0+0-0 0-0+(—-1)-1+0-0

e R SO (oD




Al sustituir la matriz quedara: A = (

1 2m m
Se consideran las matricess A=10 m

m

0

1 m

1 0 O
0 0 O
0 1 0

Problema 2

o

|

1 0

0 1) , obtener: c¢)Param = 0, calcular 4°.

0 O

Calculo en primer lugar las potencias cuadrada y cubica. A partir de esos datos, calcularé A>.

1 00

A2=A-A:<O 0 0)
0 1 0
1 00

A3=A2-A=<o 0 0
0 0 0

A5=A3-A2=<

1 0 0
0 0 O
0 0 O

(i
)

)

0 O 1 0 O
0 0>= (O 0 O
1 0 0 0 O

1 0 O
0 0 O
0 1 O

1 0 O
0 0 O
0 0 O

-

H

1
0
0

1
0
0

0
0
0
0

0

|

0
0
0
0

0
0

|
|
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PROBLEMA 3

x—1 y+1 z+2
2 3 -1

Se considera la recta: 7

yelplano m:3x —my +z = 1. Se pide

a) Determinar el valor del parametro real m para que r y m sean paralelos. Obtener ademas los valores de m
para los que el plano  contiene a la recta r.

Solucién:  El vector director de larectares: v = (2,3.—1)

El vector normal del planores: n = (3,—m. 1)

La recta y el plano serdn paralelos o, bien, la recta estara contenida en el plano si v y " son perpendiculares.

wev=(23-1)-G3-m1)=2-3+3-(-m)+(-1)-1=5-3m=0
5
m=—

3 Para este valor de m la recta y el plano seran paralelos o la recta estara contenida en el plano.

Para ver cual de las dos posibilidades es la que se verifica para dicho valor de m, se toma un punto de
la recta r y se comprueba si pertenece al plano o no. El puntosera P = (1, —1, —2).

5 P=(1-1-2) 5 8

Param = 5/3 la recta y el plano son paralelos. La recta no esta contenida en el plano para ningtin valor de m.




PROBLEMA 3

b) Para los valores m del apartado anterior, hallar un plano paralelo a i, que contenga a la recta r.

5
OJO: A pesar de que dice “los valores”, hay un solo valor: m = 3

La ecuacion del plano se obtuvo anteriormente. 3x — 3V +z=1

5
Un plano paralelo tendra el mismo vector normal 7’ = <3, -3 1) y su ecuacion sera: 3x — §y +z+D=0

Para que contenga a la recta 7, debe pasar por un puntode ella: P = (1, —1, —2).

P=(1,-1-2)

5 5 8
3x—Zy+z+D=0 > 3:1-3+(-D-2+D=0—> _+D=0 "> D=—7

5 8

La ecuacion del plano paralelo a m que contieneares: ¢:3x — §y + 7z — 3 =0




PROBLEMA 3

Para aclarar los dos apartados anteriores, se muestran unos esquemas de lo que acabamos de calcular.

x—1 y+1 z+2
2 3 -1

5 8
r:3x—§y+z+D=O;D¢—§

r.

Paralelos

/ / x—1 y+1 z+2

/ R 3 —1

Recta incluida en el plano 5 8
a:3x—§y+z—§= 0




PROBLEMA 3

c) Calcular, en funcién de m, la distancia entre Ty el punto P = (1, —1, —2).

|A'x0+B'y0+C'Z0+D|
VA2 + B2 + C?

Se puede calcular la distanciade P al planom: d =

Siendo la ecuacidon del planom: m:3x —my+z=1—> m3x—my+4+z—1=0

3-1-m-(-1)+1-(-2)—1] ud . .
= = unidades de longitud
V3% + (—m)2+12 Vm2 + 10
Im|

La distancia es: unidades de longitud.
Jm?2 +10
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PROBLEMA 4

Un rectangulo (en el enunciado original ponia cuadrado, era un error) tiene dos vértices consecutivos en los puntos
P=(213)yQ = (1,3,1), y los otros dos sobre una recta r que pasa por el punto R = (4,7, 6).

a) Calcular la ecuacion de la recta r.
b) Calcular la ecuacion del plano que contiene al rectangulo.

c) Hallar las coordenadas de los otros dos vértices del rectangulo.

Solucion: Calculo el vector que va desde de P hasta Q. Este vector es el mismo que el vector director de |a recta pedida

ya que ambas rectas son paralelas.

7=P0=0-P=(131)—-(213) = (-1,2.-2)

x=4-1
Escribo las ecuaciones paramétricas sabiendo que la recta pasaporR: r:qy=7+21 ;1 €R
z=6—2A

La ecuacion de la recta pedida es:

x=4—-2
riiy=7+241 ;1ENR
zZ=6-—21




PROBLEMA 4

Un rectangulo (en el enunciado original ponia cuadrado, era un error) tiene dos vértices consecutivos en los puntos
P=(213)yQ = (1,3,1), y los otros dos sobre una recta r que pasa por el punto R = (4,7, 6).

b) Calcular la ecuacion del plano que contiene al rectangulo. - —-

El plano que contiene al rectangulo es aquel que pasa por los puntos Py Q y R.

Calculo primero los dos vectores directores del plano P_Q> y PR : P Q
7=P0=0—-P=(131)—-(213) = (-1,2.-2)
w=PR=R—-P=(47,6)—(21,3) = (2,6,3)

Calculo la ecuacién general del plano mediante determinantes.

x—2 y—1 z-3
-1 2 2 1=0 —> 18x—y—-10z—-5=0

2 6 3

La ecuacion del plano que contiene al rectanguloes: m:18x —y—10z—-5=0




PROBLEMA 4

Un rectangulo (en el enunciado original ponia cuadrado, era un error) tiene dos vértices consecutivos en los puntos
P=(213)yQ = (1,3,1), y los otros dos sobre una recta r que pasa por el punto R = (4,7, 6).

c) Hallar las coordenadas de los otros dos vértices del rectangulo. S

* =

Se calcula en primer lugar la proyecciéon ortogonal del punto P sobre la recta 7.
De esta forma se obtiene el punto S.

Se calcula un plano auxiliar que contenga al punto P y que sea perpendicular
a la recta r. El vector normal de dicho plano es igual que el director de 7.

O

—

v=n=(-12,-2) P=(213)
Se calcula la ecuacion del plano mediante laformula: A(x —xy) + B(y —yy) + C(z —2y) =0

—1-x-2)+2-(y—-1)—-2:(z—-3)=0 —> —x+2+2y—-2—-2z24+46=0 —> —x+2y—2z+6=0

x=4—-A
Se calcula la interseccion del plano auxiliar conlarectar. 1 y=7+4+21 ;LER
z=6-—21

4
—(4-D+2:(7+2)-2:(6-2)+6=0 —> 4+92=0 —> A=~

I\Q



PROBLEMA 4

Un rectangulo (en el enunciado original ponia cuadrado, era un error) tiene dos vértices consecutivos en los puntos

P=(213)yQ = (1,3,1), y los otros dos sobre una recta r que pasa por el punto R = (4,7, 6).

c) Hallar las coordenadas de los otros dos vértices del rectangulo. S )'? T
Se sustituye el valor de A en la ecuacidn de la recta .
f 40 I\
1 4 Y=g P a
x=4—-A — 79 5 ) 40 55 62
risy=7+241 ;A€ENR > 5:{y =—Unodelos puntos del rectangulo es: § = ,—,
z=6-—21 ° 9°'9'9
_ 62
‘79

Se hace el mismo procedimiento para calcular las coordenadas del punto T.



PROBLEMA 4

Se calcula un plano auxiliar que contenga al punto Q y que sea perpendicular

a la recta r. El vector normal de dicho plano es igual que el director de 7. v=n=(-12.-2) @=(131

Se calcula la ecuacion del plano mediante la formula: A(x —xy) + B(y —yo) + C(z —2y) = 0

—-1-x-1)+2-(y—3)—-2:(z—-1)=0 —> —x+14+2y—-6—-2z2+2=0 —> —x+2y—2z—3=0

x=4—-2
Se calcula la interseccidn del plano auxiliarcon larectar. 7r:{y=7+4+21 ;A €R
Z=6—21

5
~(4=D+2:7+2)=2-(6-2)=3=0 —> —5491=0 —> 1=

( 31

5 x:j

Se sustituye el valor de A en la ecuacion de larectar. T y=7+21 ;A€R )T”)’:j
z=6—2A1

_ 44

S

40 55 62 31 73 44
Los dos vértices del rectangulo son: § = ,—, T = , =
9 99 9 9 9
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Problema 5

X
Sea la funcion f(x) = o2x donde k es un pardmetro real. Se pide:

a) Obtener el dominio y las asintotas de f(x).

Solucion: Se hace el ejercicio para k # 0.Si k = 0,f(x) = 0 y no tendria sentido el ejercicio.

Se igual el denominador a cero para comprobar si hay valores de x que estén fuera del dominio.

e?* = 0 —> Ax € N que verifique la ecuaciéon. | Dom f(x) =N

La funcion no tiene asintotas verticales, ya que esta definida en todos los numeros reales.

Se calcula si f(x) tiene asintota horizontal calculando los limites cuando x tiende a mas y menos infinito.

’ kx _ Ya que el orden del infinito del denominador es mayor que el del
x—1>r-Poo e2x denominador. También podria utilizarse la regla de L'H6pital.
lim =k lim —= Calculo el valor del limite y luego lo multiplicaré por k.

x—>—00 @2% x—>—00 @2%

X — 00 — 00

lim = —= = —oo El valor del limite dependera del signo de k.
x——c0 e2X e=®

Continuo el razonamiento en la siguiente diapositiva.



Problema 5 Loox o

x>—00 e2X @=®™

X
Sea la funcion f(x) = o2x donde k es un pardmetro real. Se pide:

a) Obtener el dominio y las asintotas de f(x).

kx X
Sik>0: lim —=k- lim —=k-:(—0)=—00

x—>—00 @2% x—>—00 @2%

kx X
Sik<0: lim —=k- lim —z=k-(—0) =400

x—>—00 @2X x—>—00 @2X

V k € M — {0}; y = 0 es asintota horizontal de f(x) cuando x tiende a + .

Puesto que f(x) tiene asintota horizontal cuando x tiende a +c0, no tendra asintota oblicua en ese caso.

f(x) no tiene asintota horizontal cuando x tiende a —co V k € M — {0}

Puesto que f(x) NO tiene asintota horizontal cuando x tiende a —oo ,
debo comprobar si tiene asintota oblicua en ese caso.




Problema 5

X
Sea la funcion f(x) = — donde k es un parametro real. Se pide:
e

a) Obtener el dominio y las asintotas de f(x). Se comprueba sila funcion tiene asintota oblicua cuando x tiende a —oo.

La ecuacion de la posible asintota oblicua seria:y =m-x +n

Se calcula la pendiente de la asintota oblicua:

f(x) kx . k . A
m= lim — = lim = lim — = k- lim e &%
Xx—+00 X X——00 X - e2X X—>—co @ X——00

Sik>0: m=k- lim e *®=k-et®° =+

X——00

Sik<0: m=k- lim e =k-et® =—-o00

X——00

f(x) NO tiene asintota oblicua cuando x tiende a —co V k € 9t — {0}




Problema 5

X
Sea la funcion f(x) = — donde k es un parametro real. Se pide:
e

b) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) y sus maximos y minimos.
Se calcula la funcidn derivada y se iguala a cero. A continuacidn, se hace un estudio de signos de la derivada.

o k-e*—kx-e**-2 e**.(k—2kx) k-(1—2x)
f (x) _ (62x)2 - (er)Z _ e2x

k-(1—-2
(2 x):() —> k- (1-2x)=0 —> le Recuerda que k + 0
e~x 2

Debemos analizar la monotonia paralos casos: k > 0y k < 0, ya que el signo de la derivada depende del signo de k.



Problema 5

100 k-(1-2x)
X) =
b) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) y sus maximos y minimos. e**
Sik>0
— 1/2 T  k-(1-2-0) |
£(x) N - f'(0) = 20 = k > 0; Creciente
k-(1-2-1
f(x) / \ f'() = ( B ) = —k < 0; Decreciente
e
Sik<O0
— 1/2 +oo k-(1-2-0) |
£(x) - N f'(0) = 520 = k < 0; Decreciente
k-(1—-2-1
e
. : . 1 . : 1
Sik > 0,f(x) escreciente si x € _OO’E y es decreciente si x € 2 +00
1 1
—COC0

Sik <0, f(x)esdecreciente si x € (

)

2) y es creciente si x € (

_,_l_oo
2

)




Problema 5

kx
Sea la funcion f(x) = — donde k es un parametro real. Se pide:

e
b) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) y sus maximos y minimos.
1
Sik >0 fl _ kg K
e 2
£ + -
. . - . 1 k
f(x) / \ Sik >0, f(x) tiene un maximo relativo: M = >
Sik<O0
—00 1/2 + 00
&) - t

f@ | T~ |  _—

f\3 % Sik <0, f(x) tiene un minimo relativo:m = =55




Problema 5

X
Sea la funcion f(x) = o2x donde k es un pardmetro real. Se pide:

c) Justificar que la funcidon siempre se anula en algun punto del intervalo (—1,1)

Utilizaremos el teorema de Bolzano para demostrar dicho resultado. El teorema de Bolzano establece que si una
funcion continua en un intervalo [a, b], denotada como f(x), toma valores con signos opuestos en dos puntos ay b
(es decir, f(a) - f(b) < 0), entonces existe al menos un punto c en el intervalo (a, b) donde f(c) = 0.

En primer lugar, podemos afirmar que f(x) es continua en N, y por lo tanto también lo es en el intervalo [—1,1].

—k k
Por otro lado:  f(—1) = — =k e  f(1) = Z=k e ?

Verifico la segunda condicién: f(—1) - f(1) <0

f(-D-f()=-k-e*-k-e?=—k2<0VkeM-{0}

Por lo tanto, existe un valor c que pertenece al intervalo (—1, 1),
tal que f(c) = 0, y, por consiguiente, garantizamos que la funcion
se anula para al menos un valor de dicho intervalo.
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PROBLEMA 6

Sea el rectangulo R definido por los puntos del plano (—1,0),(1,0),(1,1) y (—1,1). Se consideran las graficas
de las funciones f(x) = x? y g(x) = a,0 < a < 1, contenidas dentro de R. Obtener el valor de a que cumple

que el area comprendida entre dichas graficas es igual a un tercio del area de R.

Solucion: Se hace un esquema con los datos del problema. \.

El area coloreada es igual a un tercio del area total del rectangulo. A

El drea del rectdngulo es: A,oer = 21 = 2 u? wF\

El area coloreada esta repartida en 3 zonas. Al ser las ¢ [ 1

funciones f(x) y g(x) pares, podemos calcular el area entre
el origen y E y después el area entre EF y B. Después bastara -0

multiplicar por dos para obtener el drea total.

Se calculan los puntos de corte entre ambas funciones, para ello seigualan. x? =a —> x = +i/a

Los dos puntos de corte de las gréficas son: F = (—/a,a) y E = (\/a, a)

Utilizo estos valores para calcular el valor del area coloreada.



PROBLEMA 6 A

Tal como he dicho antes voy a calcular sélo el area

0.5

\___ ,_»/I/

coloreada para valores de x mayores que cero. ,.,F\ /

va 31V
Aq =j (a — x?)dx = [ax——]
0 3 0

I-
O o
|
[

08 . -06  -04 | -02 ! .0 ol2 0l4 0'6

\/_ Za\/E -0.5

4, = (a (Wa)®

2 ) 0 =ava-—

3

1 3 1 5
to= [t - roee [ (3-0) = (057 - ) - - v - e 24

Para calcular el area total entre la curva y el rectangulo debo multiplicar por 2 la suma de las areas.

2a/a 1 Za\/a> _ . <4a\/5 +1 a)

+5—a-+
3

A:2-(A1+A2)=2-< 3 2

Se iguala el valor del area total y se igual a 2/3, que es la
tercera parte del area del rectangulo.



PROBLEMA 6

Se iguala el valor del area total y se igual a 2/3, que es la tercera parte del area del rectangulo.

4 _ _
. a\/5+1_a =z 4a\/5+1_a=1 4arfa + 1 3a=1 4arfa + 1 3a=1
3 3 3 3 3 3 3 3
0<ax<l
4a\/Ja+1—-3a=1—>4aya—-3a=0 —> a-(4Ja—-3)=0 > 4Ja—-3=0
3 9
4\/a=3—>\/5=z—> a=-_z

El valor de a es 9/16.
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PREPARATE BIEN

Si no has trabajado nunca con probabilidad, te recomiendo que veas y
trabajes con mi curso de probabilidad basica y con los dos cursos de
probabilidad mas avanzados, donde explico el algebra de conjuntos y
los teoremas fundamentales de la probabilidad, teorema de Ia
probabilidad total y teorema de Bayes. Te dejo los cddigos QR y los
enlace para que puedas acceder al video correspondiente.

También es recomendable repasar el contenido de mi video sobre el
estudio de la distribucion binomial.

Distribucion binomial

https://youtu.be/fiEIXwykWYY

Teoria y ejercicios de probabilidad.

https://youtu.be/1Dvh2QplL2pw

Algebra de conjuntos

https://youtu.be/Pu 6f73w308

Teoremas

https://youtu.be/KS6VFQgGOCA




PROBLEMA 7

Una bolsa contiene dos monedas que llamamos M, y M,. La moneda M, es una moneda trucada que tiene
impresa una cara en uno de sus lados y una cruz en el otro. La probabilidad de obtener cara con la moneda M,

es de 0,6. La moneda M, tiene una cara impresa en ambos lados.

a) Escogemos una moneda al azar de la bolsa, la lanzamos, anotamos el resultado y la devolvemos a la bolsa.
Repetimos esta accion tres veces.

1. ¢Cual es la probabilidad de haber obtenido tres caras?

2. éCuadl es la probabilidad de haber obtenido exactamente una cruz?

Solucion: Se construye el diagrama de arbol. Se definen los sucesos:

M ,=se elige la moneda trucada con cara y cruz.

My) = 02— C
P(C/ M ,=se elige la moneda con dos caras.

M, X C=al lanzar la moneda, sale cara.
P(X/M;) =04

X=al lanzar la moneda, sale cruz.

PM) =1/2 :

P(C/M,) = 1

Continuo en la siguiente diapositiva.



PROBLEMA 7 Y

Se calcula la probabilidad de que salga cara en |la primera eleccion. M, X
Se aplica el teorema de la probabilidad total. P(X/M;) =04
D)
P(C) = P(My) - P(C/My) + P(My) - P(C/My) o
p(c 1 0 L, P(M;) =1/2 M, c
€)=5-06+--1=08 P(C/M,) =1

Se repite 3 veces el experimento. Como los sucesivos experimentos son independientes entre si y dicho experimento soélo
tiene dos posibles resultados (salir cara o salir cruz), podemos decir que el nimero de caras sigue una distribucion
binomial.

Siendo Y el numero de caras: Y~Bi(3;0,8)

1. ¢Cual es la probabilidad de haber obtenido tres caras?

P(Y=3)= (g) -(0,8)*-(0,2)°=1-(0,8)3-1= % = 0,512

La probabilidad de obtener 3 caras al repetir 3 veces el experimento es 0,512 (51,2 %)




PROBLEMA 7
_06
2. ¢Cual es la probabilidad de haber obtenido exactamente una cruz? W ¢

M X
Obtener exactamente una cruz equivale a obtener exactamente 2 caras. 7 1 P(X/M;) =04
Se recuerda que Y es el numero de caras: Y~Bi(3;0,8) ?QM
, P(Mp)=1/2 c
3 2 1 4 1 48 i P(C/M;) =1
P(Y =2) = - (0,8)%2-(02)!=3.(=] -==—=10,384
v=2=0)-08 02 3(5>5125

La probabilidad de obtener exactamente una cruz al repetir 3 veces el experimento es 0,384 (38,4 %)

Comentario: Este apartado se podria haber resuelto sin utilizar la
distribucion binomial. Podriamos representar un nuevo diagrama de arbol
en el que se representaran los 3 lanzamientos. Se ha aprovechado que se
puede hacer mediante la binomial con fines pedagdgicos y porque es un
método mas eficaz. En la siguiente diapositiva se muestra el diagrama de
arbol que habria que hacer para no utilizar la binomial y se resuelve el
ejercicio.



1. ¢Cual es la probabilidad de haber obtenido tres caras?

2. éCuadl es la probabilidad de haber obtenido exactamente una cruz?

0,8

0,2

0,8

0,2

0,8

0,2

0,8

<

0,2

0,8

0,2
0,2

P(CCC)—4 * 4— o = 0,512
¢ M TE e s T s T
XP(CCX)—441—16—012;
S5 55 125
) P(CXC)—414—16—0128
Y75 5 50 125
X 4
C PX = === =—=0,12
&,6,0) 5 5 5 125 0,128
X La probabilidad de obtener
C exactamente una cruz al
repetir 3 veces el experimento
es 0,384 (38,4 %)

La probabilidad de obtener 3
caras al repetir 3 veces el
experimento es 0,512 (51,2 %)

—P(1CRUZ) =3 16 _ 48 _ 0,384
7 125 125




PROBLEMA 7

b) Se elige al azar una moneda de la bolsa y se lanza dos veces observandose dos caras. Calcular la probabilidad
de que la moneda seleccionada sea la moneda M. Responder a la misma pregunta para la moneda M,.

Se construye el nuevo diagrama de arbol.

Q0 C Se definen los sucesos:
C/ “ M ,=se elige la moneda trucada con caray cruz.

Qo 0,4 M,=se elige la moneda con dos caras.
C=al lanzar la moneda, sale cara.
M, X 0,6 C
1 0,4 \ X=al lanzar la moneda, sale cruz.
N 0.4 X
1/2
1 1

Continuo en la siguiente diapositiva.



PROBLEMA 7

b) Se elige al azar una moneda de la bolsa y se lanza dos veces observandose dos caras. Calcular la probabilidad
de que la moneda seleccionada sea la moneda M,. Responder a la misma pregunta para la moneda M,.

133 9
P(M;NCNC)==+—-= = —
yc «— P, ) =355 50
C X
Q6 0,4
M, ——x 06
,\,\’L kx
1/2 _1 _
M, C C €«<— P(MzﬂCﬂC)—E'l'l—E
1 1

P(M;NnCNC)
PM;nCNnC)+(M,nCNC)

Se aplica el teorema de Bayes: P(M,;/CNC) =

P(M;/CNC) =

0
9 + % 34 La probabilidad de que la moneda elegida sea M, si se han obtenido dos caras es 9/34.




PROBLEMA 7

b) Se elige al azar una moneda de la bolsa y se lanza dos veces observandose dos caras. Calcular la probabilidad
de que la moneda seleccionada sea la moneda M,. Responder a la misma pregunta para la moneda M,.

Puesto que solo se puede elegir la moneda M, y la moneda M,, para calcular la probabilidad de que se haya
elegido la moneda M, podemos utilizar el concepto de suceso contrario.

9 25

PM,/CnC)=1—-PM,/CNC)=1—-—=—

34 34

La probabilidad de que la moneda elegida sea M, si se han obtenido dos caras es 25/34.

Comentario: Esta segunda parte del ejercicio también se podria resolver
aplicando el teorema de Bayes. Simplemente se repite el proceso que

seguimos para la moneda M,.

Se aplica el teorema de Bayes:

25

34

N =

P(My/CNC) =

50

N =

_|_

P(M,nCNC)
PM;nCNnC)+(M,nCNC)

P(M,/CNC) =

La probabilidad de que la moneda elegida sea M, si se han obtenido dos caras es 25/34.
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PREPARATE BIEN

Si no has trabajado nunca con probabilidad, te recomiendo que veas y
trabajes con mi curso de probabilidad basica y con los dos cursos de
probabilidad mas avanzados, donde explico el algebra de conjuntos y
los teoremas fundamentales de la probabilidad, teorema de Ia
probabilidad total y teorema de Bayes. Te dejo los cddigos QR y los
enlace para que puedas acceder al video correspondiente.

También es recomendable repasar el contenido de mi video sobre el
estudio de la distribucion binomial.

Distribucion binomial

https://youtu.be/fiEIXwykWYY

Teoria y ejercicios de probabilidad.

https://youtu.be/1Dvh2QplL2pw

Algebra de conjuntos

https://youtu.be/Pu 6f73w308

Teoremas

https://youtu.be/KS6VFQgGOCA




PROBLEMA 8

Un comercial de venta por teléfono sabe que en el 30% de sus llamadas no consigue una venta. Este comercial
realiza 10 [lamadas.

a) Calcular la probabilidad de que consiga mas de 7 ventas.
b) Calcular la probabilidad de que consiga al menos 5 ventas.
c) Calcular la probabilidad de que consiga un minimo de 3 ventas y un maximo de 8 ventas.

III

Solucion: El experimento “venta por teléfono del comercial” sélo tiene dos posibles resultados (consigue venta o no
consigue venta). Ademads, los resultados de las distintas llamadas son independientes entre si. Por
consiguiente, podemos decir que el numero de ventas obtenidas por el comercial es una variable aleatoria que
sigue una distribucion binomial. Siendo:

X=numero de llamadas que acaban en venta.

Tomo esta variable porque en los apartados del ejercicio me piden la probabilidad de que consiga cierto nimero de ventas.
p=probabilidad de éxito (la lamada finalizé en venta)=0,7

g=probabilidad de fracaso (la llamada NO finalizé en venta)=0,3

n=numero de llamadas que hizo el comercial.

Podemos escribir: X~Bi(10;0,7)



PROBLEMA 8

a) Calcular la probabilidad de que consiga mas de 7 ventas. X~Bi(10; 0,7)

Si tratamos de utilizar |la tabla, nos encontraremos con el problema de que la probabilidad de éxito igual a 0,7 no esta
en la tabla que nos proporcionan en el examen. Sélo hay valores comprendidos entre 0y 0,5.

Por ello, debemos hacer un cambio de variable y definir una nueva distribuciéon binomial asociada al suceso
contrario, es decir, el numero de llamadas que no han acabado en venta. Siendo:

Y=numero de llamadas que NO acaban en venta.

p=probabilidad de éxito (la lamada NO finalizé en venta)=0,3
g=probabilidad de fracaso (la llamada finalizé en venta)=0,7
Podemos escribir: Y~Bi(10; 0,3)

Ahora debemos reescribir la pregunta en funciondeY. X +Y =10—>X=10-Y

X=10-Y
P(X >7) > P(10—Y>7) —> P(-Y>-3) —> P(Y<3) —> P(Y <2)

Ahora ya podemos utilizar la tabla.



a) Calcular la probabilidad de que consiga mas de 7 ventas.

P(Y <2) = 10,3828

PROBLEMA 8

X~Bi(10; 0,7)

Taula de la distribucié binomial (Bin(n,p))
Tabla de la distribucién Binomial (Bin(n,p))

F0 -t <= 3 7'

La probabilidad de que consiga mas de 7 ventas es 0,3828, es decir un 38,28 %.

Comentario: Este apartado puede hacerse sin hacer uso de la tabla y asi te ahorrarias
el cambio de variable. Yo lo he hecho para ensefaros a utilizar la tabla y como hacer
cambios de variable en este tipo de ejercicios. Se podria hacer por medio de la formula

de la binomial aplicada 3 veces.

PX>7)=PX=28)=PX=8)+PX=9)+P(X=10)=0,2335+0,1211 + 0,0282 = 0,3828

n] k] 001 | 005 | 010 | 020 | 025 | 030 | 13 | 035 | 040 | 045 | 050

1| 0| 00900 00500 00000 08000 07500 07000 0,6667 06500 0,6000 05500  0,5000
1 | 1,0000 10000 10000 41,0000 14,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000

10| o | 09044 05087 03487 01074 00563 00282 00173 00135  0,0060 0,0025  0,0010
1 | 09957 09130 07361 03758 02440 01493  0.1040 00860 00464 00233 00107
2 | 0,0999 009885 00298 06778 0,5256 C 0,3828 D 0,2901  0,2616  0,1673  0,0006  0,0547
3 | 1,0000 09990 06872 08791 07759 0,6496  0,5503  0,5138  0,3823  0,2660  0,1719




De nuevo haremos el cambio de variable para poder utilizar la tabla

X=10-Y

P(X = 5)

Ahora ya podemos utilizar la tabla.

Taula de la distribucié binomial (Bin(n,p))
Tabla de la distribucién Binomial (Bin(n,p))

PROBLEMA 8

b) Calcular la probabilidad de que consiga al menos 5 ventas.

X+Y=10 —> X =10-Y

> P(10—Y >5) —> P(-Y >—-5) —> P(Y <5)

=(n
F=pX<x)=3| |P'a""
k=1

Comentario: Este apartado también
puede hacerse sin hacer uso de la
tabla, pero de nuevo tendras que
hacer muchos calculos.

n| k 0,01

0,05

0,10

0,20

025 | 030 | 13 | 035 | 040 | 045 | 050

1| 0| 08900 0,9500 0,9000 0,8000  0,7500 0,7000 0,6667 0,6500 0,6000 0,5500 0,5000
1 1,0000 1,0000  1,0000 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
10| 0 | 0,9044 0,5987  0,3487 0,1074  0,0563 0,0282 0,0173 0,0135 0,0060 0,0025 0,0010
1 0,9957 0,9139 0,7361 0,3758 0,2440 0,1493 0,1040 0,0860 0,0464 0,0233 0,0107

2 | 0,9999 0,9885  0,9298 0,6778 05256 0,3828 0,2991 0,2616 0,1673 0,0996 0,0547

3 1,0000 0,9990 0,9872 0,8791 0,7759 0,6496 0,5593 0,5138 0,3823 0,2660 0,1719
4 1,0000 0,9999 0,9984 0,9672  0,9219 0,8497 0,7869 0,7515 0,6331 0,5044 0,3770

5 1,0000 1,0000 0,9999 0,9936  0,9803 0,9234 0,9051 0,8338 0,7384 0,6230

6 | 10000 10000 10000 09991 (09965 09834 09803 09740 09452  08UB0 08281

P(Y <5) =0,9527

La probabilidad de que consiga al menos 5 ventas es 0,9527, es decir un 95,27 %.




PROBLEMA 8

c) Calcular la probabilidad de que consiga un minimo de 3 ventas y un maximo de 8 ventas.

De nuevo haremos el cambio de variable para poder utilizarlatabla X+Y =10 —> X =10-Y

X=10-Y
P(3 <X <8) > P3<10-Y<8) —> P(-7<-Y<-2) —> PQ2<Y<7)

P(2<Y<7)=P( <7)—P(Y <£1) Ahorayapodemos utilizar la tabla.

Taula de la distribucioé binomial (Bin(n,p)) F(x)=p(X < x) = i 4 pkg*
Tabla de la distribucién Binomial (Bin(n,p)) rari

n] k] 001 | 005 | 040 | 020 | 025 | 030 | 13 | 03 | 040 | 045 | 050

1| 0] 098800 09500 09000 08000 0,7500 0,7000 0.,6667 0,6500 0,6000 0,5500 0,5000
1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

—

10| 0 0,9044 0,5987 0,3487 0,1074 0,0563 0.028 0,0173 0,0135 0,00860 0,0025 0,0010
1 0,9957 0,9139 0,7361 0,3758 0.2440 0,1040 0,0880 0,0464 0,0233 0,0107
2 0,9899 0,9885 0,9288 0,6778 0,5256 0,3828 0,2991 0,2616 0,1673 0,0996 0,0547
3 1,0000 (0,9990 0,9872 0,8791 0,7759 0,6496 0,5593 0,5138 0,3823 0,2660 0,1719
i L Lo L La probab|l|dad de que
7] 1,0000 1,0000 1,0000 0,9991 0,9965 0,9894 0,9803 0,9740 0,9452 0.8980 0,8281 )
7 | 1.0000 10000 1,0000 09999 0,999 09966 09952 09877 09726  0,9453 consiga entre 3 y 8 ventas
8 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9949 0,9996 0,9995 0,9983 0,9955 0,9893

oI DI es 0,8491, es decir un
P(Y<7)—-P(Y <1) =0,9984 —0,1493 = 0,8491 84,91 %.




PROBLEMA 8

Comentario final: Evidentemente y tal como he comentado a lo largo del ejercicio, podemos resolver este ejercicio
haciendo los calculos sin utilizar la tabla de la binomial. Ello nos obligara a hacer muchos calculos, pero esto no es un
problema ya que disponemos de modernas calculadoras que los hacer de forma rapida y sencilla.

De todas formas, a aquellos que vayais a estudiar en la universidad un grado que tenga la asignatura de estadistica,
0s aconsejo que aprendais a utilizar la tabla de la binomial ya que en la universidad sera necesario su manejo. No
digais que no lo he advertido.



