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ADVERTENCIA 

• Toma LÁPIZ y PAPEL y trabaja tomando apuntes como si
estuvieras en una clase presencial.

• No seas un alumno PASIVO, como el espectador de una
película, sino un alumno ACTIVO.

Edición de vídeo: Vanessa Quintana
Fotografía y vídeo.
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Conceptos necesarios

Los conceptos que utilizaremos para resolver este ejercicio son:

1) Cálculo de la matriz inversa.

2) Álgebra matricial.

3) Teorema de Rouché (Discusión del Sistema).

Herramientas utilizadas:

1) Matrices.

2) Determinantes.
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El Enunciado

Sea: 𝐴 =
1 2 0
0 1 0
0 2 1

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La justificación de que 𝐴 tiene inversa y el cálculo de dicha matriz inversa.

b) Dos constantes 𝑎,𝑏 de modo que 𝐴−1= 𝐴2+𝑎𝐴+𝑏𝐼. Se puede usar (sin comprobarlo) que 𝐴 verifica la ecuación 
𝐴3−3𝐴2+3𝐴−𝐼=0 siendo 𝐼 la matriz identidad.

c) El valor de 𝜆 para que el sistema de ecuaciones (𝐴−𝜆𝐼)·
𝑥
𝑦
𝑧

=
0
0
0

tenga infinitas soluciones.

Para dicho valor de 𝜆 hallar todas las soluciones del sistema.
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Cálculo la matriz inversa

Sea: 𝐴 =
1 2 0
0 1 0
0 2 1

a) La justificación de que 𝐴 tiene inversa y el cálculo de dicha matriz inversa.

Calcularé la matriz inversa mediante el algoritmo de los adjuntos:

1) Calculo 𝐴 ; 𝐴 =
1 2 0
0 1 0
0 2 1

= 1 + 0 + 0 − 0 − 0 − 0 = 1 ≠ 0
Al ser el determinante distinto de 
cero, la matriz A tiene inversa.

2) Calculo la matriz de los adjuntos: 𝐴𝑑𝑗(𝐴) =

1 0
2 1

−
0 0
0 1

0 1
0 2

−
2 0
2 1

1 0
0 1

−
1 2
0 2

2 0
1 0

−
1 0
0 0

1 2
0 1

=
1 0 0
−2 1 −2
0 0 1

3) Calculo la traspuesta de la matriz de los adjuntos: 𝐴𝑑𝑗(𝐴) 𝑡 =
1 −2 0
0 1 0
0 −2 1

4) Aplico la fórmula: 𝐴 −1 =
1

𝐴
∙ 𝐴𝑑𝑗 𝐴

𝑡
𝐴 −1 =

1

1
∙

1 −2 0
0 1 0
0 −2 1

𝐴 −1 =
1 −2 0
0 1 0
0 −2 1
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Cálculo de a y b. Propiedades de las matrices.
b) Dos constantes 𝑎,𝑏 de modo que 𝐴−1= 𝐴2+𝑎𝐴+𝑏𝐼. Se puede usar (sin comprobarlo) que 𝐴 verifica la ecuación 
𝐴3−3𝐴2+3𝐴−𝐼=0 siendo 𝐼 la matriz identidad.

Aprovechamos los datos del enunciado para resolver el ejercicio.

𝐴3 − 3𝐴2 + 3𝐴 − 𝐼 = 0 𝐴3 = 3𝐴2 − 3𝐴 + 𝐼 𝐴−1 ∙ 𝐴3 = 𝐴−1 ∙ (3𝐴2 − 3𝐴 + 𝐼) 𝐴2 = 3𝐴 − 3𝐼 + 𝐴−1

Despejo 𝐴−1:

𝐴−1 = 𝐴2 − 3𝐴 + 3𝐼

Comparo con la expresión: 𝐴−1= 𝐴2+𝑎𝐴+𝑏𝐼 a=−3; b=3

Utilizamos la matriz inversa porque hemos demostrado que existe.
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Discusión y resolución de un sistema homogéneo

Sea: 𝐴 =
1 2 0
0 1 0
0 2 1

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

c) El valor de 𝜆 para que el sistema de ecuaciones (𝐴−𝜆𝐼)·
𝑥
𝑦
𝑧

=
0
0
0

tenga infinitas soluciones.

Para dicho valor de 𝜆 hallar todas las soluciones del sistema.

𝐴−𝜆𝐼 =
1 2 0
0 1 0
0 2 1

− λ
1 0 0
0 1 0
0 0 1

=
1 − λ 2 0
0 1 − λ 0
0 2 1 − λ

(𝐴−𝜆𝐼)·
𝑥
𝑦
𝑧

=
0
0
0

1 − λ 2 0
0 1 − λ 0
0 2 1 − λ

·
𝑥
𝑦
𝑧

=
0
0
0

ቐ

(1 − λ)𝑥 + 2𝑦 = 0

1 − λ y = 0
2𝑦 + (1 − λ)𝑧 = 0

Se obtiene el sistema que define la ecuación del enunciado.

Se observa que el sistema es homogéneo.
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Discusión y resolución de un sistema homogéneo

ቐ

(1 − λ)𝑥 + 2𝑦 = 0

1 − λ y = 0
2𝑦 + (1 − λ)𝑧 = 0

Para discutir el sistema de ecuaciones, utilizaré el teorema de Rouché-Frobenius

y 𝐴∗ =
1 − λ 2 0
0 1 − λ 0
0 2 1 − λ

0
0
0

Definimos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada.

𝐴 =
1 − λ 2 0
0 1 − λ 0
0 2 1 − λ

Como se puede observar, al ser la última columna de la matriz ampliada toda de ceros (por ser el sistema homogéneo), 
el rango de A y el rango de A* coincidirán.

Cálculo del rango de A en función de λ utilizando su determinante.

𝐴 =
1 − λ 2 0
0 1 − λ 0
0 2 1 − λ

= (1 − λ)3 (1 − λ)3= 0 λ = 1

Si λ ≠ 1 , Ran(A)=Ran(A*)=nº de incógnitas=3, por lo que el sistema será compatible determinado.

Si λ = 1 , Ran(A)=Ran(A*)=1; nº de incógnitas=3, por lo que el sistema será compatible indeterminado.

Por lo que para que el sistema tenga infinitas soluciones, 𝝀 = 𝟏
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Discusión y resolución de un sistema homogéneo

ቐ

(1 − λ)𝑥 + 2𝑦 = 0

1 − λ y = 0
2𝑦 + (1 − λ)𝑧 = 0

Para calcular las soluciones se sustituye, 𝝀 = 𝟏

ቐ
2𝑦 = 0
0 = 0
2𝑦 = 0

൝

𝑥 = α
y = 0
𝑧 = 𝛽

, 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑅
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