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Problema 1
Problema de programacion lineal



Planteamiento

Para fertilizar una parcela de cultivo se utilizan dos tipos de fertilizantes, A y B. El cultivo de la parcela necesita un
minimo de 120 kilos de nitrogeno y 110 kilos de fésforo. El fertilizante A contiene un 25% de nitrégeno y un 15% de
fosforo, siendo su precio de 1,2 euros el kilo, mientras que el fertilizante B contiene un 16% de nitrogeno y un 40% de

fosforo y cuesta 1,6 euros el kilo.
a) ¢Qué cantidad se necesita de cada tipo de fertilizante para que el coste de la fertilizacion resulte minimo?

b) ¢ Cual es este coste minimo?
Solucion:  En primer lugar se definen las incégnitas del problema.

x=cantidad en kg de fertilizante A.
y=cantidad en kg de fertilizante B.

Resumimos los datos del problema en una tabla.

. Kg de fertilizante | % de Nitrégeno % de Fosforo | Coste del Kg

X 25% 15% 1'2€

y 16% 40% 1'6€

A partir de la tabla y del enunciado planteamos las restricciones:
“El cultivo de la parcela necesita un minimo de 120 kilos de nitrogeno” —> 0'25x + 0’16y > 120

> 0'15x + 0'40y > 110 —

“El cultivo de la parcela necesita un minimo de 110 kilos de fosforo”

“restricciones triviales” > x=>0;,y=0

La funcién objetivo esta definida por el coste: z = 1’2x + 176y =@ %2



Quedando el planteamiento definitivo asi: Minimizar z=1'2x+1’6y

Planteamiento

0'25x + 0’16y = 120
s.a.40'15x + 0’40y = 110
x=0y=0

En primer lugar hacemos los calculos para representar las inecuaciones.

(@) 0'25x + 0'16y = 120

(b) 0'15x + 0’40y > 110

Expreso la recta: 0'25x + 0'16y = 120 Expreso la recta: 0'15x + 0’40y = 110
Se dan valores para representar: Se dan valores para representar:
X y X y
0 750 0 275
480 0 2200/3 0
Compruebo si el (0,0) pertenece a la solucidn Compruebo si el (0,0) pertenece a la solucidn

sustituyendo en la inecuacién

sustituyendo en la inecuacidén

0'25-0+0'16-0 =120 -> No Cumple 0:15:0+.0°40-0 =110 -> No Cumple



Resolucion del problema

Representamos las inecuaciones y observamos cual es la region factible. 0'25x + 0’16y = 120

s.a.10'15x + 040y > 110

-100

x=>0y=0
X y X y
0 750 0 275
480 0 733 0

Debemos calcular el vértice C, puesto que los otros ya los
tenemos de los calculos previos. B=(0,750) y D=(2200/3,0).




Resolucion del problema

Para calcular el vértice C, se debe resolver el sistema de ecuaciones formado por las rectas que se cortan.

0'25x + 0'16y = 120 N[
0'15x+0'40y = 110

Minimizar z=1'2x+1’6y

0'25x + 0’16y = 120
s.a.4 0'15x + 040y = 110

Resolvemos utilizando la regla de Cramer:

|120 0'16 , |0’25 120 , i
L 110 040l _ 304 y =015 110l 75 A TS =0y =
|0'25 0'16] — 0’076 |0'25 0'16] ~ 0'076
0’15 040 0’15 0’40
Siendo el vértice C=(400,125). piaRd RREEL sRREC GRENL GREEL T i

El minimo de la funcién z en la regidn se alcanzara en alguno de los vértices
de la regidn. Calculemos los valores de la funcion en los vértices.

0 750 1'2-0+1’6-750=1200

400 125 | 1'2-400+1’6-125=680 (Minimo)

2200/3 0 1'2:2200/3+1’6-0=880




Solucion

Solucidén: Para que el coste de la fertilizacion resulte minimo se
necesitan 400 kg del fertilizante A y 125 kg del B. Con esta
fertilizacion el coste sera minimo, y sera de 680<€.

0 750 1'2-0+1'6-750=1200

400 125 1’2-400+1°6-125=680 (Minimo)

2200/3 0 1'2-2200/3+1'6-:0=880
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Problema 2
Analisis de una funcion



El Enunciado

Dada a funcid ()_2x2—3x+5
ada la funcién  f(x) = v

a) Su dominio y los puntos de corte con los ejes coordenados.

, se pide:

b) Las asintotas horizontales y verticales, si existen.
c) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
d) Los maximos y minimos locales.

e) La representacion grafica de la funcion a partir de los resultados obtenidos en los apartados anteriores.

Solucion:

Para calcular el dominio se iguala el denominador a cero.

X1 =

v = —1 lo cual implica que el Dominio es: | Dom f(x) = R — {—1,1}
, = —

x2—1=0—>{

Para calcular los puntos de corte con los ejes:
2-02—3-0+5_ 5

02 -1 -1
2x% —3x+5

EjeX(y=0)»> —5—7—=0-2x"-3x+5=0-x=13

EjeY(x =0) = f(0) =

-4 = (0,-5)

Por ello, la funcién no tiene puntos de corte con el eje X.




Para estudiar las asintotas verticales, nos fijamos en los puntos que estan fuera del dominio. En ellos es posible que haya

asintotas verticales.

Asintotas

Calculo los limites de la funcidon en esos puntos y lo comprobamos.

lim = =
2x2—3x+5 10 x—>—1+* x2-—1 0~
s =4

Enx=-1, lim ——>— 0 ' 2x*=3x+5 10
kx—}r—r}‘ x2—1 o

( 2x*2—=3x+5 4

222 —3x+5 4 M T T or

En x=1; lim = — > 9 2
o1 2 —1 0 ¥ 2X —3x+5_4
\xl)r{l_ Xz —_— 1 - 0_

( 2x2—3x+5_10

— 0O

+ 00

+ oo
,luego

— 00

Los valores de los limites laterales nos aportan informacidn para poder representar
mas facilmente la funcion en el Ultimo apartado.

La asintota horizontal se calcula con el limite en infinito.

2x%2 —3x+5
x%2—1

lim
X—>00

o 2x?
=J}1_r>£10x—2 = 2,luego

y=2esA H.de f(x)

,luego

x=—-1lesAV.de f(x)

x=1esA.V.de f(x)




Esbozo Asintotas

| 2x2 —3x+5 10 ) ‘ ' 2x2—3x+5 4
1m = = 400 — : — 1M =
x->-1— x? -1 0+ -1t x2—1 0+
y=2
........................................ fesessserasasasee .................é..........................................................
Si representamos las asintotas, con la
informacidon que tenemos, quedaria la grafica 1
de forma provisional de la siguiente manera.
-3 -2 —51 0 é 3 4
2x2—3x+5 4

. 2x*-=3x+5 10 e——— |im —— = -

lim = = —o00 > ; x-1- x2-—1 0~
x-—1t x?2 -1 0~ : :

X:_l © Angel Cuesﬁérf



Estudio de la monotonia

Se calcula la derivada. Ix2 —_3x + 5
) = ———
( )_(4x—3)-(x2—1)—(2x2—3x+5)-(2x)_3x2—14x+3 X —
f X) = (xz _ 1)2 _ (xZ — 1)2
lgualamos la derivada a cero: ( 7 4+ 2410 |
3x% — 14x + 3 #PNE T
! = =0 —> 3x°—14x+3=0 —> —
f'(x) G- 1) 0 7_WTT
Xy, = ~ 023
L 3
Se estudia el signo de |la derivada: 7 _ 210 7 4 2770
— X -1 3 1 3 + 00
f’(x) + + — — +

() __— __—| = | TT— | __——

7—2\/1_0) U (7+2\/1_0

3 3 7_23\/1_0’ 1) J (1’ 7+2\/1_0)

) +oo) y decreciente en xe ( 3

f(x) es creciente en xe(—o0,-1) U (—1,




Maximos y minimos

A partir del estudio de signos de la derivada y del estudio de la monotonia de la funcién, podemos deducir los valores
de x en los que la funcién presenta maximos o minimos relativos.

7 — 24/10 7 + 24/10

—00 -1 3 1 3

f'(x) + + - - +

f(x) / / _h —> T /

Se observa en el cuadro que la funcion tiene un minimo relativo y un maximo relativo.

;. [7+2v10 7+2¢10) \ _ (7+2V10
M|n|m0.< 3 ,f( ))-( =

; ,1’66) ~ (4'44,1'66)

s [7-2410 7-2V10Y\ \ _ (7-2V10 , A ,
Max.mo.< 2 (2 )>_( 2, -4'66) = (0'225,—4'66)




Representacion Grafica

+| 5 BZ(0'225,—4'66)

: x=1

© Angel Cuesta Arza
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El enunciado

Si un habitante de la ciudad de Megaldpolis es portador del anticuerpo A, entonces 2 veces de cada 5 es portador del
anticuerpo B. Por el contrario, si no es portador del anticuerpo A, entonces 4 veces de cada 5 no es portador del
anticuerpo B. Si sabemos que la mitad de la poblacion es portadora del anticuerpo A, calcula:

a) La probabilidad de que un habitante de Megaldpolis sea portador del anticuerpo B.
b) La probabilidad de que si un habitante de Megaldpolis es portador del anticuerpo B lo sea también del anticuerpo A.

c) La probabilidad de que si un habitante de Megalépolis no es portador del anticuerpo B, tampoco lo sea del
anticuerpo A.

d) La probabilidad de que un habitante de Megaldpolis sea portador del anticuerpo Ay no lo sea del anticuerpo B.

Solucion:

_ _ A = el habitante es portador del anticuerpo A
Primero asignamos una letra a cada suceso.

B = el habitante es portador del anticuerpo B

Tomamos datos del enunciado.
“si un habitante es portador de A, entonces 2 de cada 5 veces es portador del B” - P(B/A)=2/5

“si un habitante no es portador de A, entonces 4 de cada 5 veces no es portador del B” > P(B /A ) = 4/5

“la mitad de la poblacion es portadora de A” - P(A) = 0°50

A partir de estos datos, representaremos un diagrama de arbol que muestre todas las posibilidades.



Resolviendo el problema

“la mitad de la poblacion es portadora de A” - P(A) = 0750

2/5 B
“si un habitante es portador de A, entonces 2 de cada 5 veces es
portador del B” > P(B/A)=2/5 0E A
“si un habitante no es portador de A, entonces 4 de cada 5 veces 3/5 B
no es portador del B” > P(B /A ) = 4/5 1/5 B
0’5 Y
a) La probabilidad de que un habitante de Megaldpolis sea portador del anticuerpo B. p
B

Aplicamos el teorema de la probabilidad total:

P(B) =P(A)-P(B/A)+P(A)-P(B/A)=0'5 ‘§+ 0’5 % - 110

La probabilidad de que un habitante de Megaldpolis sea portador del anticuerpo B es 3/10.

b) La probabilidad de que si un habitante de Megaldpolis es portador del anticuerpo B lo sea también del anticuerpo A.

Aplicamos el QYRS P 2ves 2 La probabilidad de que si un habitante de Megaldpolis es
P(4/B) = P(ANB)_P(A)-P(B/A) _ 0'5 ‘52 portador del anticuerpo B lo sea también del anticuerpo
- PB  PB) 3 73 Aes 2/3.

10 © Angel Cuesta Arza



Resolviendo el problema

c) La probabilidad de que si un habitante de Megaldpolis no es portador del 2/5 B
anticuerpo B, tampoco lo sea del anticuerpo A. A
0’5 -
Aplicamos el teorema de Bayes: 3/5 B
_ _ _ o 4
P(Z/E)_P(A NnB) P(A)-P(B/A) 055 4 1/5
- P(B)  1-PB)  _3 7 0'5
1 10 A
4/5

La probabilidad de que si un habitante de Megaldpolis no es portador del
anticuerpo B, tampoco lo sea del anticuerpo A es 4/7.

d) La probabilidad de que un habitante de Megaldpolis sea portador del anticuerpo Ay no lo sea del anticuerpo B.

Se aplica el principio de multiplicacién:

P(ANB) = P(A)-P(B/4) =0'5-3/5 =1%

La probabilidad de que un habitante de Megaldpolis sea portador

del anticuerpo Ay no lo sea del anticuerpo B es 3/10.
© Angel Cuesta Arza
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Problema 4
Matrices y determinantes



El enunciado/Matriz inversa

Dadas las matrices A=(i g) y Bz(i ‘21)

a) Halla la matriz inversa de A.

b) Explica por qué la matriz B no tiene inversa.
c) Razona por qué la matriz AB no tiene inversa.
d) Resuelve la ecuacion matricial AB-AX=BA.

Solucion:

Calculo la matriz inversa por el método de los adjuntos.

1) Determinante: |4| = |i §| =4 —-5=—-1+ 0 - Lamatriz tiene inversa

_ _ N A |
2) Matriz de los adjuntos: Adj(4) = (_5 y) )
3) Matriz de los adjuntos traspuesta: (Adj(A))t = (_21 _25)

4) Matriz inversa: (4)~1 = ﬁl(Adj(A))t = _il (_21 _25) - (_12 —52)

73

Solucién: (4)~1 = (




Demostracion

Dadas las matrices A=(i g) y B:(i LZL)

a) Halla la matriz inversa de A.

b) Explica por qué la matriz B no tiene inversa.
c) Razona por qué la matriz AB no tiene inversa.
d) Resuelve la ecuacidon matricial AB-AX=BA.

Solucion:

Calculo el determinante de la matriz B.

|B| = |i 42L| =4 —4 =0 - Lamatriz no tiene inversa

Al ser nulo el determinante de B, podemos decir que la matriz no tiene inversa.

Calculo el determinante de la matriz AB, para ello aplico la propiedad del determinante de un producto de matrices.

|AB| = |A| - |B| = (—1) -0 = 0 » La matriz AB no tiene inversa

© Angel Cuesta Arza



Ecuacion matricial

Dadas las matrices A=(i g) y B:(i LZL)

a) Halla la matriz inversa de A.

b) Explica por qué la matriz B no tiene inversa.
c) Razona por qué la matriz AB no tiene inversa.
d) Resuelve la ecuacidon matricial AB-AX=BA.

Solucién:
Se despeja X de forma algebraica: AB — AX = BA——> AB — BA = AX——> A 1(AB — BA) = A71(4X)
B—A"'BA=X
Se calcula A™'BA: A™'BA = (_12 _52) - (i ;L) : (i g) = (_12 '22_+25. '11 _12. '44_+25. '22) : (i g)
censG DG DG D=0 )
Se calcula X = B — A™1BA:
X=B—-A"1BA= (i ‘ZL) - (g 3) - (_12 _25) Solucién: X = (_12 _25)
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Problema 5
Optimizacion de una funcion cuadratica



El enunciado

Una empresa farmacéutica lanza al mercado un nuevo farmaco que se distribuye en cajas de seis unidades.
La relacién entre el precio de cada caja y el beneficio mensual obtenido en euros viene dada por la funcion

B(x) = —x? + 16x — 55
donde x es el precio de venta de una caja. Se pide:
a) ¢Qué beneficio obtiene cuando vende cada caja a 6 euros?
b) éEntre qué valores debe fijar el precio de venta de cada caja para obtener beneficios?
c) Calcula a qué precio ha de vender cada caja para que el beneficio sea maximo. ¢ Cual es el beneficio maximo?
d) éEntre qué valores el beneficio crece y entre qué valores el beneficio decrece?
Soluciodn:

El beneficio obtenido al vender cada caja a 6€ se obtiene sustituyendo x por 6 en la funcion del beneficio.

B(6) = —6% 4+ 16 -6 — 55 =5 | El beneficio mensual sera de 5€ por cada caja venida a 6€.




Resolucion

b) éEntre qué valores debe fijar el precio de venta de cada caja para obtener beneficios?

Para obtener beneficios, B(x) >0 —x?+ 16x—55>0

Se calculan los ceros de la funcién cuadratica. —x?+16x—-55=0 —> {x \u
, =3

Se estudia el signo de la funcion:

B(x) — + a

B(1)=-1°4+16-1-55<0
B(6) = —6%>+16-6 — 55 >0
B(12) = —122+16-12—-55<0

Es decir, la funcidn B(x) es positiva cuando x esta comprendida entre 5y 11.

El beneficio mensual sera positivo cuando el precio de la
caja esté comprendido entre 5y 11 euros.

© Angel Cuesta Arza

B(x) = —x? + 16x — 55



Resolucion

c) Calcula a qué precio ha de vender cada caja para que el beneficio sea maximo. ¢ Cual es el beneficio maximo?

Puesto que la funcidn es cuadratica y el coeficiente del término cuadratico es negativo, sabemos que el maximo esta
en el vértice.

B(x) = —x? 4+ 16x — 55 Siendo: a=-1; b=16; c=-55
—b —16

= —> v, =———m=
2a X 2-(-1)

3 Para que el beneficio sea maximo, debe vender la caja a 8€

Ux

Para calcular el beneficio maximo se sustituye en la funcion beneficio x=8

B(8) = —82+16-8—55=9 |Silacajasevende a 8€, el beneficio mensual sera de 9€.

También se podria haber resuelto el ejercicio con ayuda de las derivadas.

B'(x)=-2x4+16 —> —2x+16=0 —> x =8
Se calcula ahora la segunda derivada. Se sustituye en x=8
B"(x)=—-2—>B"(8) =-2<0

Como la segunda derivada es negativa, eso significa que en x=8 hay un

maximo relativo, tal como habiamos calculado anteriormente.
© Angel Cuesta Arza



Resolucion

d) éEntre qué valores el beneficio crece y entre qué valores el beneficio decrece?

Para analizar la monotonia, podemos decir que al ser una parabola invertida, sera creciente desde 0 hasta el vértice (x=8)
y decreciente desde x=8 hasta el infinito.

Lo demostraremos mediante el analisis de signo de la primera derivada, ya que es lo que se exige en un examen de
selectividad. Pero si este ejercicio estuviera en una prueba de acceso a un ciclo superior, bastaria dar la respuesta
anterior.

X 0 8 00
B) |__—m | T T—
B'(x) + —

El beneficio crece en el intervalo (0,8) y decrece en el intervalo (8, 4+0).
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El enunciado

Un profesor evalla a sus estudiantes a través de un trabajo final. El profesor sabe por experiencia que el 5% de los
trabajos no son originales, sino que son plagios. El profesor dispone de un programa informatico para detectar plagios. La
probabilidad de que el programa no clasifigue correctamente un trabajo plagiado es 0,04 y la probabilidad de que

clasifigue como plagio un trabajo original es 0,02.
a) Calcula la probabilidad de que un trabajo final, elegido al azar, sea clasificado como plagio por el programa informatico.

b) Un trabajo es inspeccionado por el programa informatico y es clasificado como original. ¢ Cual es la probabilidad de que
dicho trabajo sea un plagio?

c) éQué porcentaje de trabajos finales son plagios y a la vez son clasificados como tales por el programa?

A = el trabajo es original A = el trabajo estd plagiado

Solucion:  Primero asignamos una letra a cada suceso.

B = clasifica como original B = clasifica como plagio

Tomamos datos del enunciado.

“el 5% de los trabajos no son originales” = P(A) =0°05 —> P(4) =095
“La probabilidad de que el programa no clasifique correctamente un trabajo plagiado es 0,04” > P(B /A ) = 0’04

“la probabilidad de que clasifique como plagio un trabajo original es 0,02” = P(B/A)=0’02

A partir de estos datos, representaremos un diagrama de arbol que muestre todas las posibilidades.



Diagrama de arbol

“el 5% de los trabajos no son originales” > P(A) =0°05 —> P(A) =0°95

0’98 B
“La probabilidad de que el programa no clasifique correctamente un
trabajo plagiado es 0,04” - P(B [A) = 0’04 0'95 A
“la probabilidad de que clasifique como plagio un trabajo original es 0°02 B
0,02” - P(B/A)=0"02 0’04 B
a) Calcula la probabilidad de que un trabajo final, elegido al azar, sea 0’05 _
clasificado como plagio por el programa informatico. 4
Aplicamos el teorema de la probabilidad total: 0’96 B

P(B) = P(A)-P(B/A)+P(A)-P(B/A)=0'95-0'02 + 0'05-0'96 = 0'067

La probabilidad de que un trabajo final sea clasificado como plagio por el programa informatico es 0’067.

b) Un trabajo es inspeccionado por el programa informatico y es clasificado como original. ¢ Cual es la probabilidad de que
dicho trabajo sea un plagio?

Aplicamos el teorema de Bayes:

~ _ _ La probabilidad de que dicho trabajo sea un
P(AN B)_ P(4) -P(B/A)_ 0’05 -0'04

plagio es 0°002144.

P(/T /B) = © Qn’gQIQZelt%ﬁ'rza

P(B)  1-P(B) 1—0'067



Resolviendo el problema

0’98
c) ¢Qué porcentaje de trabajos finales son plagios y a la vez son clasificados
como tales por el programa? A
0’95
0’02
Se aplica el principio de multiplicacion:
_ _ _ 0’04
PANB)=PA)-P(B/A)=0'05-0'96=0"048
0’05 -
A
El porcentaje de trabajos finales que son plagios y son clasificados 0'96

como tales es del 4’8%.
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oo

>~



