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angelcuesta.com

Si quieres repasar matrices y
determinantes tengo un curso en
este misma canal.
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Problema 1

. . (6 0 (4 _
Consideramos las matrices A = (2 4) B = ( 6 ) C=(-2 -=2)

a) Justifica cudles de las siguientes operaciones se pueden realizar y efectlia las que sean realizables.

a.1) B + 2CA
a.2) A — (BC)T; siendo (BC)T la matriz traspuesta de BC.

a.3) CAB

. - 1
b) Resuelve la ecuacion matricial £’ (B + AX) = CTsiendo CT lamatriz traspuesta de C.

Solucion:

Para que dos matrices se puedan sumar deben 'tener.las mismas dimensiones.

Para que dos matrices se pueden multiplicar, el nimero de columnas de la primera fila debe coincidir con el de
filas de la segunda. La matriz resultante tendra el mismo numero de filas que la primera y de columnas que la

segunda. Esto se puede expresarmediante la formula:

Amxn * anp — mep



Problema 1
: . (6 0 (4 (4
Consideramos las matrices A = (2 4) B = ( 6 ) C =(-2 2)
a) Justifica cudles de las siguientes operaciones se pueden realizar y efectlia las que sean realizables.
a.1) B+ 2CA

Se calculan las dimensiones de la matriz CA  Ciy5 * Ayx2 = Diyo

Puede comprobarse que las dimensiones de la matriz B(2x1) y de la.matrizzproducto CA(1x2) son diferentes, por lo
gue esta operacion no puede realizarse.

a.2) A — (BC)T; siendo (BC)T la matriz traspuesta de BC.

Se calculan las dimensiones de la matriz BC  Byyq = Cix2 = Doyo

La matriz traspuesta de BC tiene las mismas dimensiones (2x2).

Puede comprobarse que las dimensiones de la matriz A(2x2) y de la matriz producto BC(2x2) son iguales, por lo que esta
operacion puede realizarse. Hago el producto y calculo el la traspuesta de la matriz resultante.

R (C4)-(=2) (=4 (~2) _
bc=(g) 2= 57 oy )-8, ) —eor=( T

Termino la operacion pedida.

a—eor=(5 D-C =15 a-i)= (1)




Problema 1

. . (6 0 (-4 _ _
Consideramos las matrices A = (2 4) B = ( 6 ) C =(-2 2)

a) Justifica cudles de las siguientes operaciones se pueden realizar y efectlia las que sean realizables.
a.3) CAB

Se calculan las dimensiones de la matriz CA  Ciy5 * Ayy2 = Diyo

Se calculan las dimensiones de la matriz CAB D45 * Boy1 = E1x1

Esta operacion puede realizarse. La matriz resultante sera de dimensiones 1x1, es decir, tendra un Unico elemento.

Puede comprobarse que las dimensiones de la matriz A(2x2) y de la matriz producto BC(2x2) son iguales, por lo que esta
operacion puede realizarse. Hago el productoy calculo el la traspuesta de la matriz resultante.

6 0

C-A=(=2 —2)-(2 y

)=((—2)-6+(—2)-2 (=2)-0+(-2)-4)=(-16 -8)

C-A-B=(-16_1+8): (_64) = ((=16) - (—4) + (-8) - 6) =[(16)




Problema 1

. . (6 0 (-4 _ _
Consideramos las matrices A = (2 4) B = ( 6 ) C =(-2 2)

. . 1
b) Resuelve la ecuacion matricial B (B + AX) = CTsiendo CT la matriz traspuestalde €.

Se despeja X aplicando las propiedades de las matrices.

1
g-(B+,4x)=cT—> B+AX=5-CT——> AX=5-CT—-B—> A 1. AXx=4"1.(5-CT-B)

[ - X=A1.(G5:-CT—B)—> X=A4"1.(5-CT —B) Calculo la matriz inversa de A por el método de los adjuntos.

1) Determinante: |4| = g Z| =24 —0 = 24+ 0 » La matriz tiene inversa

2) Matriz de los adjuntos: Adj(A4) = (g —62)

3) Matriz de los adjuntos traspuesta: (Adj(A))t — (_42 g)

N | 1 4 0y _( 1/6 0
4) Matriz inversa: (4)7! = |A|(AdJ(A))t 24 (_2 6)_(—1/12 1/4>

©Angel Cuesta Arza



Problema 1

. . (6 0 (-4 (5
Consideramos las matrices A = (2 4) B = ( 6 ) C =(-2 2)

. s . . 1 T . T . -1 T
b) Resuelve la ecuacion matricial £ (B + AX) = C'siendo C" la matriz traspuestalde €. X =A""-(5-C" — B)

Se calcula ahoralamatriz 5-CT —B
er-a-s (- ()= (8- ()= ()

Se calcula X

1
= (=6) +0-(~16)

) 1/6 0\ .~
4

12

N (—_7}2)

x=(2772)

©Angel Cuesta Arza
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Problema 2

Un vendedor dispone de café colombiano y café brasileio, y con ellos realiza mezclas que pone a la venta. Si mezcla a
partes iguales los dos tipos de café, obtiene una mezcla que vende a 15 euros el kilo; si la proporcion en la mezcla es
de una parte de café colombiano por tres partes de café brasileno, vende la mezcla resultante a 10 euros el kilo. El
vendedor dispone de 100 kilos de café colombiano y de 210 kilos de café brasilefio. Desea hacer las dos mezclas de

modo que sus ingresos por venta sean maximos.
a) Halla cuantos kilos de cada mezcla debe producir para obtener el ingreso maximo.

b) ¢ Cual es dicho ingreso maximo?

x=kilos de mezcla A.

Solucion:  En primer lugar se definen las incégnitas del problema. )
y=kilos de mezcla B.

Resumimos los datos del problema en una tabla.

“Si mezcla a partes iguales los dos tipos de café...”
Puesto que x es la cantidad total, la mitad sera de café colombiano (x/2)y la otra mitad de café brasilefio (x/2).

“..si la proporcion en la mezcla es de una parte de café colombiano por tres partes de café brasileno...”
Puesto que y es la cantidad total, la cuarta sera de café colombiano (y/4)y resto de café brasilefio (3y/4).

- kg café colombiano | kg café brasilefio | Ingreso por kg

X X/2 X/2 15
H y v/4 3y/4 10




Problema 2

A partir de la tabla y del enunciado planteamos las restricciones:

b
“dispone de 100 kilos de café colombiano” —> 5 + 7 <100 —> 2x +y <400

“y de 210 kilos de café brasileno”

>

“restricciones triviales”

> x=>0,y=0

_|_

N X

- kg café colombiano | kg café brasilefo Ingreso

X X/2 x/2
H y y/4 3y/4

—

y

3y

— <210 —>2x+ 3y'< 840

La funcion objetivo esta definida por el ingreso: z = 15x + 10y

En primer lugar hacemos los calculos para representar graficamente las inecuaciones.

(a) 2x +y <400
Expreso larecta: 2x +7y = 400
Se dan valores para representar:

(b) 2x + 3y < 840
Expreso la recta: 2x + 3y = 840
Se dan valores para representar:

X y
0 400
200 0
X y
0 280
420 0

Compruebo si (0,0) pertenece a la solucidn
sustituyendo en la inecuacidén
2:-0+0<400 - SiCumple

Compruebo si (0,0) pertenece a la solucién
sustituyendo en la inecuacién
2:-0+3-0<840 - SiCumple

©Angel Cuesta Arza

15 €

10 €



Problema 2

2x +y <400
Representamos las inecuaciones y observamos cual es la region factible.  s.a.<2x + 3y < 840
x=0,y=0

2x +y =400 “2x+ 3y =480

2x +y < 400 X y X y
0. .|~400 0 | 280
200 | 0 420 | 0

2-0+0<400 (0,0) € {2x +y < 400}
2-0+3-0<840 (0,0) € {2x + 3y < 840}

2x + 3y.< 840

D\ X




Problema 2

Para calcular el vértice C, se deben resolver el sistema de ecuaciones formado
por las rectas que dan lugar a dicho vértice. Los vértices A,B y D, no hace falta
calcularlos porque ya disponemos de sus coordenadas.

. 2x +y =400
Veértice C: 2x + 3y — 840

Resolvemos utilizando la regla de Cramer:

400 1 2 400
_ 1840 3| 360 _ 12 840| 8801
x_‘21_4_90 y_‘21_4_220
2 3 2 3

Las coordenadas del vértice C son: € = (90,220)

2x +y < 400

2x + 3y < 840




El minimo de la funcién z en la region se alcanzara en alguno de los vértices

Problema 2

de la region. Calculemos los valores de la funcidn en los vértices.

0 0 15-0+10-0=0

0 280 15-0+10-280=2800

90 220 15-90+10:220=3550 (maximo)
200 0 15-200+10-0=3000.

Y

2x +y < 400

2x +y <400
s.a.32x + 3y < 840
x=20,y=0

2x + 3y < 840




Problema 2

Solucidn: se debe producir 90 kg de la mezcla A (50% de cada tipo
de café) y 220 kg de café de la mezcla B (25% de-café colombiano y
75% de café brasileno). Con estda combinacion, cumplira las
restricciones dadas y el beneficio maximo-sera de 3550 euros.

0 0 15-0+10-0=0
0 280 . |15:0+10-280=2800
90 220 | 15-90+10-220=3550 (maximo)

200 0 15-200+10-0=3000.
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3x%2 —4x — 4

Se considera la funcion f(x) =

x2 —x—1

Problema 3

. Se pide:

a) Su dominio y los puntos de corte con los ejes coordenados.

b) Las asintotas horizontales y verticales, si existen.

c) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

d) Los maximos y minimos locales, si existen.

e) La representacion grafica de la funcidn a partir de los resultados anteriores.

Solucién: Para calcular el dominio se iguala el

([ 1445
X1 = >
x2—x—1=0 —> s
_1-+5
2T 2

Para calcular los puntos de corte con los ejes:

denominador a cero.

locual implica que el Dominio es:

Dom f(x) =R—{

1—+5 1++/5
2 2

}

| 3.02—-4.-0—4 —4
EjeY(x =0) =».f(0) = 02— 0_1 —_1——4—> A=1(04)
FieX (v = 0) 3% —dx—4_ 3’ —4x—4 2, = B =(2,0)
= - = - = -
Jea x2—x-—1 x2—x-—1 x5=—2/3 | C=(-2/3,0)




Problema 3

Para estudiar las asintotas verticales, nos fijamos en los puntos que estan fuera del dominio. En ellos es posible que haya

asintotas verticales.

Los valores de los limites laterales nos aportan informacidn para poder representar mas facilmente la funcion en el

ultimo apartado.

Calculo los limites de la funcidon en esos puntos y lo comprobamos.

1-+5

En x =

1++5

En x

X

lim

lim

3x2 —4x — 4

( 3¢2=4x—4 —0'382

lim =

1-v5 x2—x+1

2

3x% =~ 4x — 4

, By i x+ 1
—0382_”%(17@) e

0-

1++/5 x2—x+1
2

+ oo

—00

—00

+ oo

0 ; 3x* —4x—4 —0'382
L9(_)(11?1\/5)‘ x2—x+1 0t
2

(. 344 2618
2618 1131\/5+ x2—x+1 0t

— B <x_)( 2 )
0 . 3x* —4x—4 —2'618
11Jrrn\/§_ x2—x+1 0

=-(155)

2

> esA.V.de f(x)

X

_1++5

esA.V.de f(x)




Problema 3

La asintota horizontal se calcula con el limite de la funcion, en los infinitos.

’ 3x2—4x—4_1_ 3x2_3
Xoo X2 —x —1  xoe x2

y 3x° —4x —4 . 3x2_3
xomto xZ—x —1  xomoo x2

por lo tanto,y = 3 es A.H.de f(x)




Problema 3

Si  representamos las asintotas, con |la
informacidon que tenemos, quedaria la grafica
de forma provisional de la siguiente manera.

2

©Angel Cuesta Arza

x—><1+\/§>+ x2—x—1

T 3x> —4x—4 —2'618

: €< lim 3 = —— = 4

1+\/—) xc—x—1 0

=\

. 3x2 —4x—4 —0'382 »

' = = (0/0)

(1£n\/_)+ x2—x—1 0~
........................ &xZ y=3
2
3x> —4x —4 —0'382
= = — 00
) x?—x—1
) 4 5
3x* —4x—4 —2'618
€< lim =—Qr = —0o0



Problema 3 3x? — 4 — 4

fx) =—
Se calcula la derivada. X x—1
) = (6x—4) - (x?—x—1)—Bx?—4x—4)-2x—-1)
flx) = (x? —x — 1)
' )_6x3—6x2—6x—4x2+4x+4—(6x3—3x2—8x2+4x—8x+4) x4 2x
fx— (xz—x—l)z _(xz_x_l)z
. _ x? + 2x x =0
lgualamos la derivada a cero: -0 —> x24+2x=0 —>x- x+2)=0—
(x? —x —1)? X =—2
Se estudia el signo de |la derivada: 1—+/5 1++5
—00 -2 2 0 2 +0oo
F(x) + 4 — + +
_ _ 1-v5) (1-+5
f(x) es decreciente si: | xe \ —2, > U S 0
_ _ 1++/5 1++/5
f(x) es creciente si: x€(—o0,—2) U\ 0, > U oy + 00




Problema 3

A partir del estudio de signos de la derivada y del estudio de la monotonia de la funcién, podemos deducir los valores
de x en los que la funcién presenta maximos o minimos relativos.

1-+/5 1++/5
—00 -2 2 0 2 +00

f’'(x) + — — + +

Se observa en el cuadro que la funcion tiene un maximo relativo en x=-2 y un minimo relativo en x=0.

Se sustituyen esos valores en la funcidn para obtener la coordenada y del maximo y del minimo relativo.

(=2)2 —4.(=2) — 16
f(=2) = 3-(=2) 4-(=2) 4: 5 Las coordenadas del maximo relativo son: <—2,—>
(-2)2—(-2) -1 5 5
02 —4.0— —
f£(0) = 3 82 ;)L 01 & — —;} — 4 Las coordenadas del minimo relativo son: | (0, 4)



Problema 3

El maximo relativo (D) no se ve muy bien
porque la funcién es casi plana. El minimo
relativo (A)-coincide con el punto de corte con

5
= . 16
T "5 A =(0,4) el eje .
— p
\ Vs
2
1
-3 -2 -1 0 1 : 3 4
) C=(20)
B=(—=,0]) |
(59
-2
-3
X= 1-V5 1+v/5
2 X= ©Angel Cuesta Arza

2
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Problema 4

Una maquina esta productiva durante un afio desde su compra. Se sabe que el rendimiento (en porcentaje)
que tiene la maquina x meses después de su compra viene dado por la funcidn

1
f(x) = 0 (800 + 15x + 6x2% — x3)

para cualquier x entre Oy 12.

a) ¢Es el rendimiento que tiene la maguina un mes después de su compra superior al rendimiento que tiene dos meses
después de su compra?

b) ¢Tras cudntos meses después de su compra alcanza la maquina su mayor rendimiento?; ¢cudl es dicho rendimiento
maximo?

c) A lo largo del afo, étiene en algin momento‘la maquina un rendimiento inferior al 10%?

Solucion:

Se calcula el rendimiento el primer y el segundo mes. Para ello se sustituye en la funcidon x=1 vy x=2.
1
f(l):1—0-(800+15-1+6-12—13):82%

1
f(2) =75+ (800415 2+6-2 —2%) =84'6 %

El rendimiento de la maquina el primer mes NO es superior al del segundo mes.




Problema 4 f(x)=1—10-(800+15x+6x2—x3)

b) éTras cuantos meses después de su compra alcanza la maquina su mayor rendimiento?; ¢cudl es dicho rendimiento
maximo?

Se calcula la derivada de la funcidn y se iguala a cero.

1 1
f’(x)zl—o-(15+12x—3x2) —> 1—0-(15+12x—3x2)=0 ——> —3x%*+12x+15=0

Se resuelve la ecuacién. {x = _51 Puesto que x esta comprendida entre 0y 12, sélo es valida la solucion x=5.
X =

Se hace un estudio de signos de la derivada.

0 5 12

f(x) presenta un maximo relativo en x=5.

’ + =
f'(x) Se calcula su valor para x=5.

f(x) / \ f(S)=1—10'(800+15'5+6‘52—53):90%

El maximo rendimiento se alcanza a los 5 meses y es del 90%.

©Angel Cuesta Arza



Problema 4 f(x)=1—10-(800+15x+6x2—x3)

c) A lo largo del afio, étiene en algin momento la maquina un rendimiento inferior al 10%?

Razonaré utilizando el estudio de signos obtenido anteriormente.

12

_|_

/

\

Como se puede deducir de dicho estudio, la funcién crece desde x=0 hasta x=5 y luego decrece desde x=5 hasta x=12.

Se calcula el rendimiento para esos tres meses

1 1
f(O)=E-(800+15-0+6-02—03)=80% f(5)=E-(800+15-5+6-52—53)=9O%

1
f(12) ==+ (800 + 15 1246 - 12° — 12*) = 116 %

La funcion parte ‘de.un rendimiento del 80% y sube hasta el 90%. Luego
disminuye desde el 90% hasta el 11’6%. Por ello podemos decir que en ningin
momento esta por debajo del 10%.
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Problema 5

Dados dos sucesos A y B, se sabe que P(B)=0,4, P(A°‘nB¢)=0,2 y P(ANnB)=0,3, siendo A° y B¢ los sucesos
complementarios de Ay B, respectivamente. Se pide:

a) Calcular la probabilidad del suceso A U B.

b) Calcular la probabilidad de que solamente se verifique uno de los sucesos.

c) Calcular la probabilidad de B condicionado a A.

d) éSon independientes los sucesos Ay B?

Solucioén:

Se aplica la primera ley de Morgan y la ley del suceso contrario.

P(A°NB®) =P[(AUB)]=1-P(AUB) =02, >PAUB)=1-02=08

La probabilidad de la unién de los sucesos A y B-es 0’8.

La probabilidad de que se verifique solo uno de los dos sucesos, se conoce como diferencia simétrica.
Su férmula es la siguiente: "P(AAB) = P(AUB) —P(ANnB) =0'8—-0'3=0'5

Se puede representar graficamente: |V A B

@

La probabilidad de que solamente se verifique uno de'los ‘sticesos es 0’5.




Problema 5

Dados dos sucesos A y B, se sabe que P(B)=0,4, P(A°‘nB¢)=0,2 y P(ANnB)=0,3, siendo A° y B¢ los sucesos
complementarios de A y B, respectivamente. Se pide:
c) Calcular la probabilidad de B condicionado a A.

: . , , B P(BNA)
Se necesita conocer la probabilidad de A, ya que la férmula que debemos aplicar es: P( /A) = W
Segun la propiedad de la unién: P(AUB) = P(A) + P(B) —P(ANB)—> P(A) =P(AUB)—P(B)+P(ANB)

P(A) =0'8—04+0'3 =07

La probabilidad de B condicionado a A es 3/7.

N w

, B/ y_ 93
Se aplica la férmula de la probabilidad condicionada: P( /A) =07

d) éSon independientes los sucesosé y. B?

Dos sucesos son independientes si verifican la ecuacién: | P(AN B) = P(A) - P(B)

A partir de los datos que disponemos: P(ANB) =03
P(A)-P(B) =0'7-0'4=028

Como P(ANB) + P(A) - P(B), los sucesos Ay B no sonindependientes.
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Problema 6

El director de una entidad que audita la contabilidad de empresas sabe, por experiencias pasadas, que cuando se hace
una auditoria el 30% de las empresas merece una calificacion de «Excelente», el 50% de las empresas merece la
calificacidon de «Aceptable» y el 20% restante merece una calificacion de «Deficiente». El director también sabe que entre
los auditores de su entidad hay un 90% de auditores que siempre auditan correctamente y dan a cada empresa la
calificacion que merece; pero hay un 10% de auditores que no auditan correctamente y.dan siempre una calificacion de
«Aceptable».

a) ¢Qué proporcidon de empresas auditadas por esa entidad recibe la‘calificacion de «Deficiente»?
b) ¢Qué proporcidn de empresas auditadas por esa entidad.recibe la calificacion que realmente merece?

c) Para analizar si un determinado auditor audita correctamente o no, el director le encarga que audite la contabilidad de
una empresa escogida al azar. No sabemos cual.es |a calificacion que merece esa empresa. Si el auditor da la calificacidn
de «Aceptable», éicudl es la probabilidad de'que este auditor sea uno de los que siempre auditan correctamente?



Problema 6

E= La empresa merece calificacion de EXCELENTE. B= El auditor trabaja correctamente.

Primero asignamos una letra a cada suceso.

A= La empresa merece calificacion de ACEPTABLE M = El auditor trabaja mal
D = La empresa merece calificacion de DEFICIENTE

Se construye un diagrama de arbol, aunque en esta ocasion habra que explicar mas cosasde lo habitual.

0’9 B La empresa obtiene la calificacion‘de excelente.

E
0'1 M La empresa obtiene la calificacion de aceptable.
0’9 B . Laempresa obtiene la calificacion de aceptable.

A
0’1 M La empresa obtiene la calificacién de aceptable.
0’9 B La empresa obtiene la calificacion de deficiente.

D

0’1 M La empresa obtiene la calificacion de aceptable.



Problema 6 s

a) ¢Qué proporcidon de empresas auditadas por esa entidad recibe la calificacion de «Deficiente»?
0’3

La proporcion de empresas auditadas por esa entidad que recibe la calificacion N\

0’9 B
. . . . . . A
de «Deficiente» son aquellas que realmente son deficientes y que han sido bien <
auditadas. 01 M

P(DNnB)=PD)-P(B/D)=02-09=0"18 02 < B
D
01 M

La proporcion de empresas auditadas por esa entidad que recibe la calificacion de «Deficiente» es 0°18.

b) ¢Qué proporcidn de empresas auditadas por esa entidad récibeila/calificacion que realmente merece?

La proporcién de empresas auditadas por esa entidad que recibe la calificacidon que realmente merece son aquellas que
han sido bien auditadas. Ademas hay que sumar aguellas que siendo aceptables, han sido mal auditadas, puesto que aun

asi han recibido la calificacion que merecen.

P(que merece) = P(B) + P(M/A) = P(E) - P(B/E) + P(A) - P(B/A) + P(D) - P(B/D) + P(A) - P(M/A)
P(que merece) =0'3:09+0'5-09+0'2-0'9+0'5:-0'1=095

La proporcion de empresas auditadas por esa entidad
gue recibe la calificacion que realmente merece es 0°95.

©Angel Cuesta Arza



Problema 6

c) Para analizar si un determinado auditor audita correctamente o no, el director le encarga que audite la contabilidad de
una empresa escogida al azar. No sabemos cual es la calificacion que merece esa empresa. Si el atditor da la calificacion
de «Aceptable», icudl es la probabilidad de que este auditor sea uno de los que siempre auditan correctamente?

0’9 B La empresaobtiene la calificacion de excelente.
E
0'1 M Laempresaobtiene la calificacion de aceptable. €<——
0’3
0’9 B Laempresaobtiene la calificacion de aceptable. <
) P P <——
0’5 A
01 M Laempresa obtiene la calificacionde aceptable. <——
02 0’9 B Laempresaobtiene la calificacién de deficiente.
D
0’1 M Laempresaobtiene la calificaciéon de aceptable. €——

Aplicamos el teorema de Bayes:
P (B ) _ P(B nCalificacion aceptable) 0'5-0'9
/ Calificacion aceptable) = p(Calificacién aceptable) ~ 0'3-0'1+0'5-0'1+02-0'1+ 0'5-0'9

p (B/ o B ) _ 0"45 _ 9 La probabilidad de que este auditor sea uno de los
Calificacion aceptable 0’55 11 Pgie siempre auditan correctamente es 9/11.




