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PROBLEMA 1A

Problema 1. A. Consideramos las matrices:

a=(1 2%, B=a 10, c=0 2y Dz(? g)

Sabiendo que, si K es una matriz, Kt representa su matriz traspuesta, se pide:

a) Calcular M = AB'C — D. (0,75 puntos)
b) Justificar si M es invertible y, si lo es, hallar su inversa. (0,75 puntos)
c) Hallar M? y M8, (0,5 puntos)
d) Justificar si son invertibles las matrices CC* y C'C. (0,5 puntos)

t
e) Hallar la matriz X que satisface la ecuacion At +X(; _11) =(C'B)t. (1 punto)
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PROBLEMA 1A

a=(1 2 A p=a 10 c=a 2y 0=(°7Y

a) Calcular M = AB'C — D.

Para calcular M, debemos calcular previamente ABC.

1

apic=(" 3 ‘12).<(1)>.(1 2)2(2—.11;3;1;1(122:8)'(1 2=0)-a =07 5 )=0 3

ABtC—D=G i)—((l) §)=(1 —21)

me( 3)

1 -1




PROBLEMA 1A

b) Justificar si M es invertible y, si lo es, hallar su inversa. M = (1 _21)
Calculo la matriz inversa por el método de los adjuntos.

1) Determinante: |M| = H _21| = —1—2= -3 # 0 - Lamatriz tiene inversa
: . . -1 -1
2) Matriz de los adjuntos: Adj(M) = (_2 1 )

3) Matriz de los adjuntos traspuesta: (Adj(M))t — (:1 —12)

1/3  2/3

. -_2)::<1/3 -—1/3)

1 1
- . -1 _ _ 1 t — .
4) Matriz inversa: M~ = M| (Adj(M)) — (_1 1

”4_1::<1§§ 2252)




PROBLEMA 1A

2 8 (1 2
c) Hallar M= y M®. M—(1 _1)

Para calcular M?, debemos multiplicar M por si misma.

B 1.1+ 2. : (=
mi=( )G —21)2(1-1+J(r—1)1-1 1-12iJ(r—21)-(?1)):((3) 3)=3

Calculo M8 a partir de M?.

M8 = M?* = (M*»)*=3BN*=3%-1*"=81-1=81- (é (1)) = (801 801)

Mz:(g g);M8:(801 801)




PROBLEMA 1A

d) Justificar si son invertibles las matrices cC*y Cc'Cc. C=(1 2) y Ct= (%)

CalculoC-Ct: C-C'=(1 2)-(%)=(1-1+2-2) = (5)

Una matriz de orden 1 tiene inversa si su Unico elemento es distinto de cero. En este caso, C - C! tiene inversa.

Calculo Ct - C: Ct-C=(%)'(1 Z)ZG:i %;)z(; AZL)

Se calcula el determinante para comprobar si Ct - C tiene inversa.

|ICt - C] =4—-4=0

_|2 4

Una matriz de orden 2 tiene inversa si su determinante es distinto de
cero. En este caso, C! - C no tiene inversa.




PROBLEMA 1A

r
e) Hallar la matriz X que satisface la ecuacion At +XG _11) = (C'B)".

Se despeja X de la ecuacidon matricial utilizando las propiedades de las matrices.

1 1)\¢ 1 13\¢

At+X-(2 _1) — (¢t B)t —> X-(2 _1) = (Ct- B)t — At

S N (C ) I (OO N (R} I S (GO N (¢

X =((ct B)t - 4)- <G —11)t>_1

Algunas matrices ya las habiamos calculado en apartados anteriores.

(¢ D)-G =50 D

)



r -1

e) Hallar la matriz X que satisface la ecuacion At +X(1 1 )

, _q1) = (CB). X=((Ct'3)t—At)'<G _11)>

Calculo las matrices que me faltan.

= ) — (0 3)

—

1 2
1-1 1-1 1-0y_/1 1 0
t, . t, — . — R _ t t _—
aleulo ¢ B: C*-B=(,)-(01 1 0 =(5.7 5.1 2.0)=(3 5 o) —> (B _<é 3)
12y /1 -1\ /0 3
o -m-a=(12)-(0 3)=(1 -]
0o o/ \—2 1/ \=2 -1

0 3 1 1 0-(-1)+3-(-1) 0-(=2)+3-1
Calculo X: X = ( 1 —1) : <—§> : (:1 _12)= <—§> 4 1--D+(1-(-1) 1-(=2)+(-1)-1
-2 -1 -2)--D+CD--D =2)-=2+(=D-1

GG [0 3
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PROBLEMA 1B

Una empresa de organizacion de eventos desea poner a la venta dos tipos de entradas para un evento musical:
entradas preferentes y entradas estandar, que se venden a 115€ y 90€, respectivamente, aunque en las
localidades preferentes la empresa tiene unos gastos de 5€ por entrada porque en ellas se sirve un aperitivo. La
instalacidon de cada localidad preferente tiene un coste de 20€ y la de cada localidad estandar de 10€; la empresa
dispone de un presupuesto de 1.000€ para gastos de instalacion. El aforo maximo es de 75 asientos.

a) ¢ Cuantas entradas de cada tipo se deben poner a la venta para obtener el maximo beneficio posible?

b) ¢ Cudl es dicho beneficio maximo?

x= numero de entradas preferentes vendidas.

Solucion:  En primer lugar, se definen las incégnitas del problema. ) ) _
y= numero de entradas estandar vendidas.

Se calcula la funcidn beneficio. Siendo esta la diferencia entre los ingresos y los gastos.
El beneficio obtenido por entrada preferentees: 115 —-5—20 =90 €
El beneficio obtenido por entrada estandares: 90 — 10 = 80 €

La funcidn que define el beneficioes: z = 90x + 80y

En la siguiente diapositiva se definen las restricciones.



A partir del enunciado planteamos las restricciones:

“La instalacion de cada localidad preferente tiene un coste de

20€ y la de cada localidad estandar de 10€; la empresa dispone —> 20x + 10y < 1000—> 2x +y < 100
de un presupuesto de 1.000€ para gastos de instalacion.”

“El aforo maximo es de 75 asientos.” > x+y <75

“restricciones triviales” > x=>0,y=0

La funcidn objetivo esta definida por el beneficio: z = 90x + 80y




Quedando el planteamiento definitivo asi:

Maximizar: z = 90x + 80y

2x +y <100
s.asx+y <75

x=0,y=0
(b)x+y <75

Expresamos larecta: x + y = 75
Tomamos dos puntos para representarla:

PROBLEMA 1B

En primer lugar, hacemos los calculos para representar las inecuaciones.

(a) 2x+y <100

Expresamos larecta: 2x +y = 100
Tomamos dos puntos para representarla:

X y
0 100
50 0

Comprobamos si (0,0) pertenece a la solucién
sustituyendo en la inecuacion (0, 0)

2:04+0<100 - SiCumple; (0,0) € {2x +y <100}

X y
0 75
75 0

Comprobamos si (0,0) pertenece a la soluciéon

sustituyendo en la inecuacién (0, 0)

0+0<75 - SiCumple; (0,0) € {x +y < 75}




PROBLEMA 1B

Representamos las inecuaciones y observamos cual es la region factible. s.a.{x+y <75

2x +y < 100

x+y<75

Y

2x +y <100

x=20,y=0
2x +y =100 x+y=75
X V' X Yy
0 100 0 75
50 0 75 0

2:0+0<100; (0,0)€{2x+y <100}
0+0<75; (0,0) € {x+y < 75}

©Angel Cuesta Arza



Y
Para calcular las coordenadas del vértice C, se debe resolver el sistema 2x+y =100
de ecuaciones formado por las rectas que dan lugar a dicho vértice. Los
vértices A,B y D no hace falta calcularlos, porque ya disponemos de sus
coordenadas (son los puntos de corte con los ejes). x+y <75
, . 2x +y =100
Vertice C: {x +y =75
Resolvemos utilizando la regla de Cramer:
100 1 ‘2 100
75 1| 25 {1 75| 50
=21 1o ® YT |2 1 -1
1 1 1 1

Las coordenadas del vértice C son: € = (25,50)

Las coordenadas del resto de vértices son: A = (0,0); B(0,75) y D(50,0)

©Angel Cuesta Arza



Y
2x +y <100
El maximo de la funcion z en la regidn se alcanzara en alguno de los vértices
de la region. Calculo los valores de la funcién en los vértices.
X y z =90x + 80y x+y <75
0 0 90:0+80-:0=0
0 75 90:0+80-75=6000
25 50 90-25+80-50=6250
50 0 90-50+80-0=4500

©Angel Cuesta Arza



PROBLEMA 1B

Solucion: debe poner a la venta 25 entradas preferentes y 50
entradas estandar. Con esta combinacion, cumplira las restricciones
dadas y el beneficio sera de 6250 euros.

0 0 90-0+80-0=0
0 75 90-0+80-75=6000
25 50 90-25+80-50=6250

50 0 90-50+80-0=4500
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Problema 2. A. Una empresa agricola que se dedica al cultivo de frutas tropicales ha
implementado un sistema de riego automatizado para optimizar el consumo de agua. La
funcidon que describe la necesidad de agua del cultivo (en m3/dia) tras x dias de

crecimiento, para x entre 0 y 30, es:

((x3 —4x% 4+ 10 si 0<x<8

flx) = 3x +9 si 8<x<20
\ 70 si 20<x <30
a) Estudia la continuidad de esta funcién en el intervalo [0, 30]. (0,75 puntos)
b) Determina en qué dias la necesidad de agua es maxima y minima. (2 puntos)
c) Calcula el drea delimitada por esta funcion y el eje 0X entre los dias 3y 7.

(0,75 puntos)

©Angel Cuesta Arza



Problema 2A

((x3 —4x2+10 si 0<x<8

a) Estudia la continuidad de esta funcién en el intervalo [0,30]. f(x) = 1 3x+9 si 8<x <20

\ 70 si 20<x <30

Se estudia la continuidad de la funcionen x =8 y x = 20. En el resto de los valores la funcién es continua por estar
definida por funciones polindmicas.

F(8)=83—4-82+10 = 266

llIEI;l_f(x)— hmx —4x%2+10=8%3—-4-8%+10 = 266
X—

—> lirg_f(x) + lirg1+f(x)
X xX—
hm f(x)=1lim 3x+9 =3-8+9 =33

X—8~

f(x) no es continua en x = 8, presenta una discontinuidad inevitable de salto finito en x = 8.

©Angel Cuesta Arza



Problema 2A

((x3 —4x2+10 si

a) Estudia la continuidad de esta funcién en el intervalo [0,30]. f(x) = 1 3x+9 si

\ 70 Si

Se estudia la continuidad de la funcion en x = 20.

f(20)=3-204+9 =69

lim f(x)= lim 3x+9 =3-20+9 =69

x—20~ x—207 . .

—> lim f(x) # lim f(x)
x—20 x—207%

hm f(x)— llgrcl) 70= 70

0<x<8

8<x <20

20 <x <30

f(x) no es continua en x = 20, presenta una discontinuidad inevitable de salto finito en x = 20.

©Angel Cuesta Arza



Problema 2A

(x3—4x2+10 si 0<x<8
b) Determina en qué dias la necesidad de agua es maxima y minima. f(x) = 1 3x+9 si 8<x<?20
Se calcula la derivada del primer trozo. El segundo trozo es una \ 70 si 20<x =30

recta de pendiente positiva y siempre es creciente. Y el tercer
trozo es constante y ni crece ni decrece.

/ — 2.2 _ 2 _ . o x=0 x=0
filx) =3x*—8x —> 3x“—8x=0—> x-(3x 8)_0_){3x—8=0_){x=8/3

fo(x) =3>0Vx € (8,20) —> f(x) escreciente Vx € (8,20) 0 8/3 g8

fi(x) - +
f(x) ~ 7

Se hace un estudio de signos de f; (x), teniendo en cuenta que x € (0,8).

En el primer tramo se observa que hay un minimo relativo. Se calcula.

8) _ (8 4 8 10= =2 ~ 05185 m—(§E>
f\3)=1\3) —4\3) t10=57~0, 3’27



Problema 2A

(x3—4x24+10 si 0<x<8

b) Determina en qué dias la necesidad de agua es maxima y minima. f(x) = 1 3x+9 si 8<x <20

Se ha calculado el Unico extremo relativo de la funcion a trozos. Pero para 70 st 20<x =30

obtener los maximos y minimos absolutos, dado que la funcién no es
continua, debemos evaluarlaenx = 0,x =8,x =20y x = 30

£(0) =03 —4-02+10 =10
F(8)=8%3—4-82+10 =266
F(20) =3-2049 =69
£(30) = 70

%) _ 8\’ 4 82+10—14~05185
f 3/ \3 3 270

Como puede comprobarse, la maxima necesidad de
agua se alcanza en el dia 8 y la minima en el dia 8/3.

©Angel Cuesta Arza



En esta grafica puedes comprobar donde se encuentran el maximo y el minimo absoluto.

Representacidon grafica de la funcidon a trozos

®
5ol M = (8,266)
200}
150}
x
100}
b
sof /8 1A
m=1\347
OF o
0 5 10 15 20 25
X
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Problema 2A

(x3 —4x% 4+ 10 si 0<x<8

c) Calcula el drea delimitada por esta funcidn y el eje OX entre losdias3y 7. f(x) = < 3x+9 si 8<x<20

. . : \ ‘ <
Anteriormente se ha comprobado que f;(x) es positiva en el intervalo en el 70 st 20 <x =30
cual se pide calcular el drea ya que el minimo absoluto se encuentra por encima

del eje X. Por ello, para calcular el area basta con obtener el valor de la integral
definida de f;(x) entre 3y 7.

Se calcula la funcién primitiva y se aplica la regla de Barrow.

7 7 5 53 7 74 73 34 33
dx = 3 _4x%24+10)dx =|——4-—+10-x|=|——4-—+10-7|—-[——-4-—+10-3
[r0 ax= [ —as 10 ar = [poapraonf=(F e Fr107) - (ToaFr10:3)

2555 57 596
12 4 3

L7f(x) dx =

El area delimitada por esta funcion y el eje OX entre los dias 3y 7. es 596/3 u.a.

NOTA: La integral calculada representa el volumen total de agua requerido por el cultivo entre el dia3 y el dia 7.



En esta grafica puedes comprobar cual es el area bajo la curva que hemos calculado.

Area bajo f(x) entre los dias 3y 7

250

200

150

f(x) (m3/dia)

100

50

0 5 10 15 20 25
X (dias)

30
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Problema 2B

Problema 2. B. Cuando la temperatura de un invernadero se mantiene a x grados
centigrados, siendo x un numero real entre 10 y 30, la produccion (en kilogramos) de
cierta hortaliza viene dada por la funcidon Q(x) =30x?+ Ax + B —x3. Sabemos que la
produccion maxima se alcanza cuando el invernadero se mantiene a 21 grados
centigrados, y que dicha producciéon maxima es 5.300 kg.

a) Determina los valores 4 y B que aparecen en la funcion Q(x). (1,5 puntos)
b) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién Q(x).

(1 punto)

c) Para valores de la temperatura comprendidos entre 10 y 30 grados centigrados,

éen algun caso se obtiene una produccion inferior a 1.000 kg? (1 punto)

©Angel Cuesta Arza



Problema 2B

a) Determina los valores Ay B que aparecen en la funcién Q(x). Recordamos que Q(x) = 30x? + Ax + B — x3

“Sabemos que la produccion maxima se alcanza cuando 0(21) = 5300
el invernadero se mantiene a 21 grados centigrados, y { 0'(21) = 0
que dicha produccion madxima es 5.300 kg.”

Se aplican las condiciones dadas por el enunciado para obtener los valoresde Ay B.

Q(21) =30-21°+A-21+ B —213=5300 —> 214+ B = 1331 ,T > B =8
Qx)=60x+A—-3-x2 —> Q'2Q1)=60-21+A4-3:-21?=0 —> A—-63=0 —> A =63

Los valores pedidos son: A = 63y B = 8.

Aunque no se indica explicitamente en el enunciado, en los apartados siguientes
utilizaremos los valores de A y B obtenidos. Siendo Q(x) = 30x% + 63x + 8 — x3

Reordenando los términos: Q(x) = —x3 + 30x?% + 63x + 8



Problema 2B

b) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién Q(x).  Q(x) = —x3 + 30x% + 63x + 8

Se calcula la derivada de la funcién y se iguala a cero. Después se hace un estudio de signos de la funcidon derivada.

x=-1—> ¢[10,30]

x =21 10 21

Q'(x) + -
Q(x) ] T~

Q'(x) = —3x%+ 60x + 63 —> —3x%+60x+63 =0 —> {
30

Se hace un estudio de signos de Q'(x), teniendo en cuenta que x € [10,30].

Q(x) es creciente si xe(10,21) y decreciente si xe(21,30) Q'(15) =288 >0 Q'(25)=—-312<0




Problema 2B

c) Para valores de la temperatura comprendidos entre 10 y 30 grados centigrados, éen algun caso se obtiene una

produccion inferior a 1.000 kg? 10 21 30
i i i : Q' (x) + .-
A partir del estudio de signos de Q(x) podemos deducir
que el minimo absoluto estd en x = 10 o x = 30. Q(x) 7|
Calculo cual es el valor del minimo absoluto de la funcidn en el intervalo propuesto. Q(x) = —x3 + 30x% + 63x + 8

Q(10) = —103+30-10° + 63 -10 + 8 = 2638

Q(30) = —303+30-30%2+63-30+ 8 =1898

Nunca se obtendra una produccion inferior a 1000 kg, ya que la produccion minima es 1898 kg.

©Angel Cuesta Arza
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VIDEOS UTILES PARA REPASAR

En estos videos podras repasar temas interesantes para preparar este examen.

No dejes de revisar mi canal, pues iré afiadiendo nuevos.

Tu profesor en la red

-
Curso de repaso de Algebra de conjuntos. Teorema de la probabilidad
probabilidad basica Formulas de la probabilidad. total y teorema de Bayes

©Angel Cuesta Arza



Problema 3

Manuel va a celebrar su cumpleanos y ha invitado a dos grupos de amigos que no se conocen entre si: del instituto y de
su barrio. Cada grupo va a una tienda distinta a comprar un regalo. El grupo del instituto va a la tienda A, donde un 40%
de los regalos son libros, un 15% es ropa y un 45% son juegos. El grupo de su barrio va a la tienda B, donde el 20% son
libros, el 10% es ropa y el 70% son juegos. Supdn que cada grupo elige aleatoriamente su regalo. Calcula:

a) La probabilidad de que Manuel tenga dos regalos de distinto tipo.

b) La probabilidad de que Manuel tenga como regalo un libro o un juego.

c) La probabilidad de que, si uno de los regalos es ropa y el otro no, el regalo de ropa se haya comprado en la tienda A.

Solucion: Se definen los sucesos: Li={El regalo es un libro} A={Compra en la tienda A}

Ro={El regalo es ropa} B={Compra en la tienda B}

Ju={El regalo es un juego}

Se construye un diagrama de arbol para plantear el problema.



Tomamos datos del enunciado. ,
o , P(Li/A) = 0,40
“” [0)

El grupo del instituto va a la tienda A, donde un 40% de los !P(Ro/A) = 0,15

regalos son libros, un 15% es ropa y un 45% son juegos”
g 6 esropay osonjueg (PUu/A) = 0,45

( .
_ . P(Li/B) = 0,20
4 (o)

El grupo de su barrio va a la tienda B, donde el 20% son ! P(Ro/B) = 0,10

libros, el 10% es ropa y el 70% son juegos”

A partir de estos datos, representaremos un diagrama de arbol que muestre todas las posibilidades.

0,20 Li/B

Li/A { Ro/B
0,40 0,70 ~Ju/B

0,20 Li/B

0.15  Ro/a 41&)/3
0,70 ~Ju/B

0,20 Li/B

0,45 Ju/A <Ro/3
0,70 ~Ju/B




0,20 Li/B <«—
a) La probabilidad de que Manuel tenga dos regalos de distinto tipo. Li/A {RO/B
0,40

Se calcula la probabilidad utilizando el suceso contrario al 0,70 ~Ju/B
pedido. En este caso, que los dos regalos sean del mismo tipo. 0,20 —Li/B
De esta forma ahorramos calculos ya que sélo tenemos que 0,15 Ro/A 0,10 Ro/B <—

utilizar 3 ramas del diagrama de arbol.

0,70 ~Ju/B

P(Distinto tipo) = 1 — P(Igual tipo) 0,20 —~Li/B
0,4-5 010
Ju/A . Ro/B
P(Distinto tipo) = 1 — (P(Li/ANn Li/B) + P(Ro/AN Ro/B) + P(Ju/A N Ju/B))

0,70 ~Ju/B <—

P(Distinto tipo) = 1 — (0,40 - 0,20 + 0,15 - 0,10 + 0,45-0,70) =1 — 0,41 = 0,59

La probabilidad de que Manuel tenga dos regalos de distinto tipo es 0,59 (59 %).

©Angel Cuesta Arza



0,20 Li/B

b) La probabilidad de que Manuel tenga como regalo un libro o un juego. 510
. . . Li/A ' Ro/B
De nuevo recurrimos al suceso contrario para ahorrar trabajo.
El suceso contrario al pedido es que ambos regalos sean de 0,40 0,70 ~Ju/B
ropa. 0,20 Li/B
P(Li UJu) =1—P(Ro/AN Ro/B) 0,15 Ro/A 0,10 Ro/B <
P(Li yJu)=1-10,15-0,10 =1-0,015 = 0,985 070~Ju/B
La probabilidad de que Manuel tenga como regalo un 0.45 0,20 Li/B
libro o un juego es 0,985 (98,5 %). ’ Ju/A 0,10 Ro/B
0,70 ~Ju/B

©Angel Cuesta Arza



0,20 Li/B
c) La probabilidad de que, si uno de los regalos es ropa y el
) Lap q g s ropa 'y Li/ 010 _po/p «—
otro no, el regalo de ropa se haya comprado en la tienda A.
0,40 0,70 ~Ju/B
Se marcan todos los sucesos en los cuales uno de los regalos

) 0,20 Li/B €<—
es ropa y el otro no. Se aplica el teorema de Bayes. 510
Se definen los sucesos:

0,70 ~Ju/B <—

E={El regalo de ropa se ha comprado en la tienda A}

0,20 — Li/B
F={Uno de los regalos es ropa y el otro no} 0,45 Ju/a 4“/3(_
La probabilidad pedida en funcion de los nuevos sucesos es: 0,70 ~Ju/B
P(E/F) = P(E N F)= | P(Ro/A N lji/B) + P(Ro/AN Ju/B)
P(F) (Li/AnRo/B)+ (Ro/ANLi/B) + P(Ro/AnJu/B) + Ju/AN Ro/B)
P(E/F) = 0,15-0,20+0,15-0,70 _ 0,135 27z 0,6136

0,40 -0,10 + 0,15-0,20 + 0,15-0,70 + 0,15- 0,20 0,22 44

La probabilidad de que, si uno de los regalos es ropa y el otro no, el
regalo de ropa se haya comprado en la tienda A es 27/44 (61,36 %).

©Angel Cuesta Arza
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