= PAU COMUNIDAD VALENCIANA

I MATEMATICAS

CC.SS. ==

Problema 1A _
‘ Junio 2025

Programacion lineal




PROBLEMA 1A

Una empresa fabrica lotes de tres productos: P1, P2 y P3. La empresa tiene dos plantas de fabricacion: Ay B. En
un dia de funcionamiento, la planta A fabrica 1 lote del producto P1, 2 lotes del P2 y 1 lote del P3, mientras que |la
planta B fabrica 1 lote del producto P1, 1 del P2 y 5 del P3. Cada dia de funcionamiento de la planta A cuesta 60
miles de euros y cada dia de funcionamiento de la planta B cuesta 75 miles de euros. En los proximos dias la
empresa tiene que producir al menos 6 lotes del producto P1, al menos 8 lotes del producto P2 y al menos 10
lotes del producto P3.

a) ¢Cuantos dias ha de funcionar cada planta para que el coste de produccion sea minimo?

b) ¢ Cudl es dicho coste minimo?

x= numero de dias que debe funcionar la planta A.

Solucion: En primer lugar, se definen las incégnitas del problema. ) ) )
y= numero de dias que debe funcionar la planta B.

Resumimos los datos del problema en una tabla.

| llotePl] loteP2 |loteP3]  Coste _

Numero de dias que debe funcionar la planta A b X 2x X 60x (miles €)
Numero de dias que debe funcionar la planta B y y y 5y 75y (miles €)

A partir de la tabla y del enunciado planteamos las restricciones:
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Numero de dias que debe funcionar la planta A X X 2x X 60x (miles €)
Numero de dias que debe funcionar la planta B y y y 5y 75y (miles €)

A partir de la tabla y del enunciado planteamos las restricciones:

—_—

“..al menos 6 lotes del producto P1” > x+y=6

“...al menos 8 lotes del producto P2” > 2x+y =8

“..al menos 10 lotes del producto P3” > x + 5y > 10 B
“restricciones triviales” > x=0;y=0

—_—

La funcidn objetivo esta definida por coste: z = 60x + 75y (en miles de euros)
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PROBLEMA 1A

Quedando el planteamiento definitivo asi: En primer lugar, hacemos los cdlculos para representar las inecuaciones.

Minimizar: z = 75x + 60y (a) x+y=6 X y
Expresolarecta: x+y =26 0 6
(x+y>6
Y= Se dan valores para representar: 6 0
2x+y =8
S. Q. A > 10 . -
x+5y = Compruebo si (0,0) pertenece a la solucién
X 2 0y=0 sustituyendo en la inecuacion (0, 0)
0+0>6 - NoCumple;(0,0) ¢ {x+y =6}
(b)2x+y =8 X Y (c)x+ 5y =10 X Y
Expreso larecta: 2x +y = 8 0 8 Expreso la recta: x + 5y = 10 0 2
Se dan valores para representar: 4 0 Se dan valores para representar: 10 0

Compruebo si (0,0) pertenece a la solucién
sustituyendo en la inecuacioén (0, 0)
0+5-0=>10 - NoCumple; (0,0) ¢ {x + 5y = 10}

Compruebo si (0,0) pertenece a la solucién
sustituyendo en la inecuacién (0, 0)
2:04+0=>8 - NoCumple; (0,0) ¢ {2x + y > 8}



[ x+ y =6
R t las i i b les | idn factibl <2x+y28
epresentamos las inecuaciones y observamos cual es la region factible.  s.a.q 5y > 10
% =20,y=0
X+y=6 2x+y=28 x+5y =10
X y X y X y
2x+y =8
Y 0 6 0 8 0 2
6 0 4 0 10 0

xX+y=6

0+0=>6;(00)¢{x+y=>6}
2:-0+0=>8;(0,0) ¢ {2x +y = 8}
0+2-0<100;(0,0) ¢ {x +5y =10}

\ D X
x + 5y =10
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PROBLEMA 1A

Para calcular las coordenadas de los vértices B y C, se deben resolver los x+y>6
sistemas de ecuaciones formados por las rectas que dan lugar a dichos

vértices. Los vértices A y D, no hace falta calcularlos porque ya disponemos \
de sus coordenadas (son los puntos de corte con los ejes). ’ \

o 2x+y =28
Vertice B: {x +y=6 g 1 7 8 an'g;éy;m
Resolvemos utilizando la regla de Cramer: x = e 11_ z =2 y= 1ol _ é =4

2 1] 1 2 11 1
Las coordenadas del vérticeBson: B = (2,4) 1 1 11

o {x + 5y =10

Vertice C: X+y=6 ‘10 5‘ ‘ 10‘
1

Resolvemos utilizando la regla de Cramer: ‘ 4 ‘

Las coordenadas del vértice B son: € = (5,1)

Las coordenadas del resto de vértices son: 4 = (0,8); D(10,0)



PROBLEMA 1A

El maximo de la funcion z en la regidn se alcanzara en alguno de los vértices
de la region. Calculemos los valores de la funcidn en los vértices.

0 8 60-0+75-8=600
2 4 60-2+75-4=420
5 1 60-5+75-1=375
10 0 60-10+75-0=600
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PROBLEMA 1A

Solucion: la planta A debe funcionar 5 dias y la planta B debe
funcionar 1 dia. Con esta combinacion, cumplira las restricciones
dadas y el coste (minimo) sera de 375000 euros (375 miles de euros).

z=60x + 75y

60-0+75-8=600
60-2+75-4=420
60-5+75-1=375
60-10+75-0=600

x

Vi N| O
O| =| & 00 B

10
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PROBLEMA 1B

A un espectaculo circense acuden 500 espectadores, y la recaudacion del importe de las entradas asciende a 2115 euros.
Los menores de 5 afnos pagan el 20% de la entrada, y los que tienen entre 5 y 16 anos el 50%. Calcula cuantos
espectadores han pagado el importe total de la entrada, que vale 9 euros, cuantos han pagado el 20% de la entrada y

cuantos el 50%, sabiendo que el numero de espectadores que han pagado el 20% es el doble del numero de espectadores
gue han pagado la entrada completa.

Xx= numero de espectadores que pagan el 100%
Solucion:  En primer lugar, se definen las incognitas del problema. | y= nimero de espectadores que pagan el 20%

z= numero de espectadores que pagan el 50%

Se traduce del espanol al lenguaje algebraico:
“A un espectdculo circense acuden 500 espectadores” —> x +y + z = 500
“Los menores de 5 afios pagan el 20% de la entrada” —> 0,2 -9 = 1,8 € por entrada

“los que tienen entre 5y 16 afios el 50%” —> 0,5-9 = 4,5 € por entrada

“... la recaudacion del importe de las entradas asciende a 2.115 euros.” —> 9x + 1,8y + 4,5z = 2115

“el numero de espectadores que han pagado el 20% es el doble del

= — > — =
numero de espectadores que han pagado la entrada completa.” y=2x 2x+y=0



PROBLEMA 1B

x+y+2z=500
Quedando el sistema de ecuaciones: 9x + 1,8y + 4,5z = 2115
—2x+y=0

Resolveré el sistema utilizando la regla de Cramer.

500 1 1

2115 1,8 4,5 l 00 1
| Ay 0 1 ol —135 A ¥ 2l 45 —270
x = — = = 150 _| yl =2 0 0
|A| 1 1 1 -0,9 = = _
9 1,8 4,5 4] 111 0.9
5 i (’) 9 1,8 45
B —2 1 0
1 1 500
| 9 1,8 2115 g
_ —4
|A| 1 1 1 —0,9
9 1,8 45
-2 1 0

Solucion: 150 personas pagan la entrada completa, 300 personas pagan la entrada que
cuesta el 20% y 50 personas pagan la entrada que cuestaek50%:
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Problema 2A

Problema 2. A. Se considera la funcion:

( 1+ x?
si 0<x<4
14+ x
x) = 4
f() 2x + 4 si 4<x<8

.\ 3x+60—x% si 8<x<9

Se pide:
a) Estudiar la continuidad de la funcion en el intervalo [0,9]. (0,75 puntos)
b) Estudiar el crecimiento y decrecimiento de la funcién en el intervalo [0,9].
(1,5 puntos)
c) Calcular los puntos donde la funcion alcanza el maximo y el minimo, y cuanto vale
la funcién en esos puntos. (0,5 puntos)

d) Calcular el area de la regidn delimitada por esta funcion, el eje 0X, la recta de
ecuacion x = 8 y la recta de ecuacién x = 9. (0,75 puntos)



Problema 2A

( 1+ x2
1+ x

si 0<x<4

: idn- = X
Se considera la funcién:  f(x) 2y + 4 si 4<xy<8

\ 3x+60—x% si 8<x<9

a) Estudiar la continuidad de la funcién en el intervalo [0,9].

Se estudia la continuidad de f(x) en x =4 y x = 8 ya que en el resto del dominio la funcién es continua.
Aunque en el primer trozo x = —1 anula el denominador, dicho valor no pertenece al dominio de la funcién.

—_

fA)=2-44+4=12

1+ x? 1+42 17
— __ lim f(x) # llm X ﬂllm X
R G P TR — AR [ — f )

lim f(x) = lim 2x+4=2-44+4=12

x—47t x—47t _

f(x) no es continua en x = 4. Presenta una discontinuidad inevitable de salto finito.




Problema 2A

( 1+ x2
1+ x

si 0<x<4

: idn- = X
Se considera la funcién:  f(x) 2y + 4 si 4<xy<8

\ 3x+60—x% si 8<x<9

a) Estudiar la continuidad de la funcién en el intervalo [0,9].

f(8)=3-8+60—8%2=20

x—8~ x—8~

lim f(x) = lim 2x+4=2-84+4=20 — — f(8) = lim f(x) = lim f(x)

lim f(x) = lim 3x+ 60 —x% =3-8+ 60 — 82 = 20

x—8*t x—8*t _

f(x) es continuaenx = 8
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Problema 2A

b) Estudiar el crecimiento y decrecimiento de la funcion en el intervalo [0,9]

Se calcula f'(x) :

f) =

( 1+ x?
1+ x

2x + 4

\ 3x + 60 — x?

(Zx'(1+x)—(1+x2)-1 (2 +2x — 1 si0<x<4
() — (1+ x)? 1)y =4 (14 x)?
HOES ; > W=y si4<x<8
\ 3 — 2x | 32« si8<x<9
(.2
+2x -1 = - <
X x2 _ 0 —> x4 2r—1=0—1% 1+V2 e0<x<4
Seresuelve f'(x) =0: o (1+x2) x=-1-V2 ¢0<x<4
3
| 3-2x=0 —>x=>¢8<x<9 Novilida

2

Se hace un estudio de signos de la funcidon derivada en la siguiente diapositiva.
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Problema 2A

b) Estudiar el crecimiento y decrecimiento de la funcion en el intervalo [0,9]
(2 +2x—1 si0<x<4
(4 : iy = 4 (14 x)?
Recordamos la funcién derivada. f'(x) = « ) Gid<x<8
\ 3 — 2y si8<x<9
0 —1++2 4 8
@) - + + -
f(x) \ / / \

(0,2)24+2-0,2—-1
(14 0,2)2

(05%+2-05—-1
(1+0,5)2

£'(0,2) = <0 f(05)=

f(x) crece six € (—1 + v2,8) y decrece si x € [0, —1 + V2) U (8, 9]

f) =

( 1+ x?
1+ x

2x + 4

\ 3x + 60 — x?

Si

Si

Si

f'6)=2>0 f'(85)=3-2-85<0



NOTA ACERCA DE LA DEFINICION DE CRECIMIENTO DE UNA FUNCION.

Un punto de discontinuidad es aquel donde la funcidon no es continua, como
un salto, un agujero o una asintota vertical. Sin embargo, la funcién podria
comportarse de manera creciente en ese punto, aunque no de forma
continua.

Una funcidon es creciente en un punto si, en un entorno de ese punto, los
valores de la funcidén son mayores o iguales a medida que se alejan del punto
en ambas direcciones. En términos mas simples, la funcion "asciende" a
medida que avanzamos en el eje X.

La definicion formal de un intervalo creciente es: un intervalo abierto en el eje
x de (a,d) donde cada b,c € (a,d) con b < c tiene f(b) < f(c). Por lo que,
si aplicamos ésta a nuestra funcidon, podemos observar que es creciente si x €

(—1 + V2, 8) ya que liril_f(x) < lin}rf(x), y nosoloen x € (—1 + \/2,4) U
X— X—
(4,8)
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Problema 2A (=
rO e a si 0<x<4
1+x
c) Calcular los puntos donde la funcion alcanza el maximo y el minimo, y f(x) = A .
, ., 2x + 4 si 4<x<8
cuanto vale la funcidon en esos puntos.
Se utiliza el estudio de signos de la funcion derivada hecho en el apartado anterior. \ 3x+60—x* si 8<x<9
0 —1+4/2 4 8 9
f'(x) - + + -
f(x) \ / / \
Se observa que en x = —1 4+ /2 la funcién presenta un minimo relativo y en x = 8 presenta un maximo relativo.

Se calcula el maximo y el minimo local de la funcion.

1+(—1+ﬁ)2_4_2ﬁ
1+(-1+v2) V2

Se calcula el valor de la funcion en los puntos inicial y final para ver si alguno de ellos es un maximo o minimo absoluto.

f(=1++2) = =2v2-2 f(8)=3-8+60-8%=20

2
f(0) = 1+0 —1 f(9)=3:94+60—-9%2=6 | Maximo absoluto (8,20)

1+0 Minimo absoluto (—1 +/2,2v2 - 2)




Problema 2A

d) Calcular el area de la regidn delimitada por esta funcidn, el eje 0X, la  f(x) = 4
recta de ecuacion x = 8y la recta de ecuacion x = 9.

( 1+ x?
1+ x

2x + 4

Puesto que f(8) y f(9) son ambos positivos, podemos calcular
directamente el drea bajo a curva mediante una integral.

2 3 2 3

2
8

9 52 x39 92 93 g2 g3 79
J3x+60—x2dx= 3-—+60x——|=3:—+60:9 ——— 3-—+60-8—? = — Uu.a.
8

El drea bajo la curva entre x = 8, x = 9y el eje OX es 79/6 unidades de area.
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Problema 2B

Problema 2. B. Se considera la funcion:;

4x% — 36
f(x)zxz—Zx—B
Se pide:
a) Su dominio y los puntos de corte con los ejes coordenados. (0,5 puntos)
b) Las asintotas horizontales y verticales, si existen. (0,5 puntos)
c) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y los maximos y minimos
locales, si existen. (2 puntos)

d) La representacion grafica de la funcion a partir de los resultados obtenidos en
los apartados anteriores. (0,5 puntos)



Problema 2B

4x% — 36
x%2—2x—8

a) Su dominio y los puntos de corte con los ejes coordenados. f(x) =

X =—2

Para calcular el dominio se iguala el denominadoracero. x?—2x—-8=0— { x =4

Por ello, el Dominioes: | Dom f(x) = R — {—2,4}

Para calcular los puntos de corte con los ejes:

Bie V(x = 0) o F(0) 4.02-36 —-36 9 i (o2
= o = = = — - = —_
Je X f 02—2-0—-8 -8 2 2
4x% — 36 36 x3 = —3
] = = 2 _ = 2 - — 1
EJeX(y—O)—>x2_2x_8—O—>4x 36 =0-x 2 9_){x2=3
B =(-3,0)
C=(3,0)
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Problema 2B

b) Las asintotas horizontales y verticales, si existen.

Para estudiar las asintotas verticales, nos fijamos en los valores de x que estan fuera del dominio. En dichos valores, es
posible que haya una asintota vertical.

Calculo el limite de la funcidon en x = —2.
( y 4x2-36 =20
4x>-36 =20 |, MM "2 _ o, _g " o+r ©
' = 4 Jluego| x = -2 esAV.de f(x
A T8 0 y 4x2-36 =20 N J 4G,
- = (0.0]
o2t X2 —2x—8 0"

Los valores de los limites laterales nos aportan
informaciéon para poder representar mas
facilmente la funcién en el dltimo apartado.

Calculo el limite de la funcidn en x = 4.

fl_ 4x2—36 28
4x*—-36 28 )N %2_2x—-8 0-
i — $ N x=4 esAV.def(x
2 2x—8_ 0 oo 4x?-36 28 uego f&)
= = (00]
\wodt x2—2x—8  OF
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Problema 2B

b) Las asintotas horizontales y verticales, si existen.

La asintota horizontal se calcula con el limite de la funcidn, en los infinitos.

_ 4x% — 36 . 4x?
lim = lim — =4,

x—>+00 X2 —2x —8 x-+w  x?
por consiguiente,y =4 es A.H.de f(x)

’ 4x*—36 y 4x* A
x—1>r—noo x%2—2x—8 _x—l>r—noo x2
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lim+ f(x) =4

X——2

15

10

x—47t

lim, f(x) = 400

lim  f(x) = —oo

\

X=—

-10

lim f(x) = —oo

xX—4~
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Problema 2B

4x% — 36
c) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y los maximos y minimos locales, si existen.  f(x) = 2x > 3
xXe —2x —
Se calcula la derivada.
' )_8x-(x2—2x—8)—(4x2—36)-(2x—2)_8x3—16x2—64x—8x3+8x2+72x—72
flx) = (x2 — 2x — 8)? - (x2 — 2x — 8)?2
' )_—8x2+8x—72
f) = (x? — 2x — 8)?
Q42 —
lgualo la derivada a cero: 8x” + 8x 72:0 —> —8x%2+4+8x—-72=0—> —x24+x—-9=0 —> ZAx€ER
(x? — 2x — 8)?

Se estudia el signo de la derivada. Compruebo que f’(x) < 0 en todo su dominio, yaque —x* + x —9 < 0,Vx € R
— 00 —2 4 + o0
f’(x) . — —

f(x) T~ T T

f(x) decrece en xe(—o0,—2) U (—2,4) U (4, +x)




Problema 2B o

c) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y los maximos y minimos locales, si existen. f(x) = 7 3
xXe —2x —

A partir del estudio de signos de la derivada y del estudio de la monotonia de la funcién, podemos deducir los valores
de x en los que la funcién presenta maximos o minimos relativos.

—00 —2 4 +00
f’(x) — — —

f(x) T~ T T—

La funcidn no tiene ni maximos ni minimos locales.




Problema 2B

d) La representacion grafica de la funcidn a partir de los resultados obtenidos en los apartados anteriores.

y=4

©Angel Cuesta Arza
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Problema 3

Problema 3. En un pais se sabe que un 35% de personas vive en municipios pequenos
(10 000 habitantes o menos), un 25% de personas vive en municipios medianos (entre
10 001 y 50 000 habitantes) y un 40% de personas vive en municipios grandes (mas de
50 000 habitantes). Entre las personas que viven en municipios pequenos, un 20% se
gradué en la universidad; entre las que viven en municipios medianos, un 30% se
gradué en la universidad; y entre las que viven en municipios grandes, un 60% se
gradué en la universidad. Seleccionamos al azar una persona de este pais.
a) Calcula la probabilidad de que l|la persona seleccionada se haya graduado en la
universidad. (1 punto)
b) Si sabemos que la persona seleccionada se gradud en la universidad, écual es la
probabilidad de que viva en un municipio con mas de 10 000 habitantes. (1 punto)
c) Calcula la probabilidad de la interseccion de los sucesos "la persona seleccionada
vive en un municipio con 50 000 habitantes 0 menos" y "la persona seleccionada
se gradudé en la universidad o vive en un municipio con mas de 10 000
habitantes”. (1 punto)



Se definen los sucesos: A={vive en una ciudad pequeia} U={El alumno se gradud en la universidad}

B={vive en una ciudad mediana} U={El alumno no se gradud en la universidad}

C={vive en una ciudad grande}

A partir del enunciado se representan todas las posibilidades mediante un diagrama de arbol.

“En un pais se sabe que un 35% de personas vive en municipios pequefos (10 000 habitantes o menos), un 25% de
personas vive en municipios medianos (entre 10 001 y 50 000 habitantes) y un 40% de personas vive en municipios
grandes (mads de 50 000 habitantes).”




Problema 3

P(0/0)=0,40

=

“Entre las personas que viven en municipios
pequenos, un 20% se graduo en la universidad”

“.. entre las que viven en municipios medianos,
un 30% se gradud en la universidad”

“... entre las que viven en municipios grandes, un
60% se graduo en la universidad”



Problema 3

pU/N=02_— y *
a) Calcula la probabilidad de que la persona A
seleccionada se haya graduado en la universidad. 0,

Se aplica el teorema de la probabilidad total.
pP(U)=PA)-P(U/A)+P(B)-P(U/B)+P(C)-P(U/C)
pPU) =0,35-0,20+0,25-0,30 + 0,40 - 0,60 = 0,385

La probabilidad de que la persona seleccionada se haya
graduado en la universidad es 0,385 (38,5%).
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Problema 3

p(u/N=020
b) Si sabemos que la persona seleccionada se gradud en la A
universidad, écual es la probabilidad de que viva en un 0,

municipio con mas de 10 000 habitantes?

Nos piden una probabilidad condicionada a posteriori, por ello
utilizamos el teorema de Bayes. Debemos tener en cuenta que
los sucesos By C son incompatibles, por ello:

P(BNU) P(CNU)
PU) | P(U)

P(BUC/U) = P(B/U) + P(C/U) =

P(B) - P(U/B)  P(C)-P(U/C)
P(U) P(U)

P(BUC/U) =

0,25-0,30 0,40 - 0,60
P(BUC/U) =~ ooo—+—o=or—= 0,8182

Si sabemos que la persona seleccionada se gradud en la universidad, la probabilidad
de que viva en un municipio con mas de 10 000 habitantes es 0,8182 (81,82%).
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Problema 3

c) Calcula la probabilidad de la interseccion de los sucesos "la
persona seleccionada vive en un municipio con 50 000
habitantes o menos" y "la persona seleccionada se gradud en la
universidad o vive en un municipio con mas de 10 000
habitantes".

Se analiza en el diagrama de arbol cuales son las ramas que
debemos utilizar para el calculo.

P((A uB)Nn(UU (B U C))): P(ANU) + P(B)

P((AUB)N(UU(BUC)))=035-020+025=0,32

La probabilidad de la interseccidon de los sucesos "la persona seleccionada vive en un
municipio con 50 000 habitantes o menos" y "la persona seleccionada se gradud en la
universidad o vive en un municipio con mas de 10 000 habitantes" es 0,32 (32%)

©Angel Cuesta Arza
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